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Na prethodnom casu
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Na prethodnom casu

Prsten, domen integriteta i polje

Za konaéne skupove: domen integriteta = polje

e Konacna polja imaju p"” elemenata

Homomorfizam i izomorfizam

Potprsten

Polje kompleksnih brojeva
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Kompleksni brojevi
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Algebarski oblik kompleksnog broja

Prosli put: skup kompleksnih brojeva C = {x + iy |x,y € R A i? = —1}.
Definicija (Realni i imaginarni deo)
Ako je kompleksni broj z = x + iy, tada kaZemo da je z zadat u algebarskom obliku,
da je Re(z) = x realni deo, a Im(z) = y imaginarni deo kompleksnog broja z.
Prosli put: (C,+,-) je polje.
Primer
Dati su kompleksni brojevi zy =2 + 3i, zo = 1 — 2i. lzraunati:

n+z=

Z1 — 2o =

Z] +Z2p =

7

22
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Algebarski oblik kompleksnog broja
Prosli put: skup kompleksnih brojeva C = {x + iy |x,y € R A i? = —1}.
Definicija (Realni i imaginarni deo)
Ako je kompleksni broj z = x + iy, tada kaZemo da je z zadat u algebarskom obliku,
da je Re(z) = x realni deo, a Im(z) = y imaginarni deo kompleksnog broja z.
Prosli put: (C,+,-) je polje.
Primer
Dati su kompleksni brojevi zy =2 + 3i, zo = 1 — 2i. lzraunati:
21+20=2+3i+1-2i =3+

Z1 — 2 =
Z] +Z2p =
Z1
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Algebarski oblik kompleksnog broja

Prosli put: skup kompleksnih brojeva C = {x + iy |x,y € R A i? = —1}.
Definicija (Realni i imaginarni deo)
Ako je kompleksni broj z = x + iy, tada kaZemo da je z zadat u algebarskom obliku,
da je Re(z) = x realni deo, a Im(z) = y imaginarni deo kompleksnog broja z.
Prosli put: (C,+,-) je polje.
Primer
Dati su kompleksni brojevi zy =2 + 3i, zo = 1 — 2i. lzraunati:

21+2=243i+1-2i=3+]

21—22:2+3i—(1—2i):1+5i

Z] +Z2p =

7
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Algebarski oblik kompleksnog broja
Prosli put: skup kompleksnih brojeva C = {x + iy |x,y € R A i? = —1}.
Definicija (Realni i imaginarni deo)
Ako je kompleksni broj z = x + iy, tada kaZemo da je z zadat u algebarskom obliku,
da je Re(z) = x realni deo, a Im(z) = y imaginarni deo kompleksnog broja z.
Prosli put: (C,+,-) je polje.
Primer
Dati su kompleksni brojevi zy =2 + 3i, zo = 1 — 2i. lzraunati:
21+20=2+3i+1-2i =3+
71—2=2+4+3—(1-2i)=1+5i

21 2=02+3)(1-2)=2+6+3I—4i=8—i
z1
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Algebarski oblik kompleksnog broja
Prosli put: skup kompleksnih brojeva C = {x + iy |x,y € R A i? = —1}.
Definicija (Realni i imaginarni deo)
Ako je kompleksni broj z = x + iy, tada kaZemo da je z zadat u algebarskom obliku,
da je Re(z) = x realni deo, a Im(z) = y imaginarni deo kompleksnog broja z.
Prosli put: (C,+,-) je polje.
Primer
Dati su kompleksni brojevi zy =2 + 3i, zo = 1 — 2i. lzraunati:
21+2=243i+1-2i=3+]
21—22:2+3i—(1—2i):1+5i
21-2=(243)(1-2)=2+6+3I—4i=8—
z7 2430 1+2i 2—-6+4i+3i —4+7i 4 7

= = = —— —1

7 1-2i 1+2i 12422 5 5
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Kompleksna ravan

Prosli put: (C,+,-) je polje izomorfno polju (R?, @&, ®). Zato kompleksne brojeve
mozemo posmatrati u kompleksnoj ravni.

Im

. z=x+1Iy
ly

0 X Re

Ova geometrijska interpretacija olakSava razumevanje mnogih pojmova iz polja
kompleksnih brojeva.
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Sabiranje kompleksnih brojeva je sabiranje vektora

Sabiranje kompleksnih brojeva je definisano "po koordinatama" sa
n+z=(1+i)+ (x2+iy2) = (x1 +x) + i(y1 + y2), isto kao sabiranje vektora u
ravni.

Im
) Z1
Iyr p-----
1
1
1
1
0 X2 1
1
, X1
I -----
y2 2

Re
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Sabiranje kompleksnih brojeva je sabiranje vektora

Sabiranje kompleksnih brojeva je definisano "po koordinatama" sa
n+z=(1+i)+ (x2+iy2) = (x1 +x) + i(y1 + y2), isto kao sabiranje vektora u
ravni.

Im

) Z1

I ------
. N 1 71+ 2
i1+ 2) -4

0 i
) ' X1 X1+ X2 Re
Iy2 p=--= 2
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Sabiranje kompleksnih brojeva je sabiranje vektora

Sabiranje kompleksnih brojeva je definisano "po koordinatama" sa
n+z=(1+i)+ (x2+iy2) = (x1 +x) + i(y1 + y2), isto kao sabiranje vektora u
ravni.

Teorema

Abelova grupa (C,+) izomorfna je sa Abelovom Im

grupom (V,+), gde je V skup svih slobodnih

vektora u ravni | + sabiranje vektora. Jedan iy e “1
izomorfizam je f(z) = 02. iy + y2) b---4- LN A T2
Posledica 0 X2 E E
Funkcija f : C — C definisana sa f(z) =z +w u _ ‘X1 x;+x Re
kompleksnoj ravni pgdstavlja translaciju svih tacaka y2p---° b

za vektor w (tj. za Ow).
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Konjugovani kompleksni broj

Posto je i = —1i i~! = —i imamo sledece tvrdenje.

Lema

Za k € Z vazi i*k =1, i*k+1 = j4hF2 = 1 jAk+3 =
Definicija (Konjugovani kompleksni broj) Im
Neka je kompleksni broj z = x + iy. Tada je njemu z=x+1ly
konjugovani kompleksni broj z = x — iy. :
Napomena :
Geometrijska interpretacija funkcije f : C — C 0 ' ke
definisane f(z) = Z je osna simetrija u odnosu na .
Re-osu. Z=X=1ly
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Modul (ili moduo)

Definicija (Modul) Im
Modul je funkcija | | : C — [0, 00), definisana sa

|z| = /X% + y?, za z = x + iy. Vrednost |z| zove
se modul kompleksnog broja z.

Napomena
U geometrijkoj interpretaciji vidimo da je |z|
rastojanje tacke z od koordinatnog pocetka (sledi iz

z=x+1y

Pitagorine teoreme). 0

Re
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Osobine (1/2)

Teorema
Zaz,z1,zp € C vazi

(a) %(z +Z) = Re(z) (b)
(c) atzn=ztz (d)
(e) Im(z1 £ z0) = Im(z1) £ Im(z) (f) zeR = z=z
( (
(

g) =212
i) 0,21,21 + 22, 2> Cine temena paralelograma.

Dokaz

Direktna posledica definicija. Recimo, za z = x + iy, pod (b) sledi iz

3 (z—2) = %(x+iy — (x— iy)) = %(2iy) = y = Im(2).



l>la prethodnom casu Igggg(l)e(!(gzi brojevi /‘i\::p“mnl,‘r: kompleksnog broja fi:»lm /ljanje
Osobine (2/2)
Teorema
Neka je z = x + iy. Tada vazi
(a) zz=|z|? (b) z#0 = z71 =|z|72z (c) |zl=1 = z1=zZ
Dokaz
(a) 2z = (x +iy)(x —iy) = x> + y* + i(—xy +yx) = x> + y* = |z
oz Z |z S |
()2 |22 = T = P =1 = el P2 =2

(c) Iz rezultata pod (b), za |z| =1, sledi z7} = Z
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(Konveksni) orijentisani ugao u kompleksnoj ravni

Ugao je deo ravni odreden dvema polupravama
(kracima) sa zajednickom pocetnom tackom (temenom).

Za svake dve poluprave sa zajednickim temenom imamo
dva ugla: konveksni (ostar ili prav) i konkavni (to je
njemu suplementni). Kada kazemo ugao mislimo na
konveksni, i to na njegovu mernu vrednost.

Ugao je orijentisan ako se zna koja poluprava je prva, a
koja druga.

Ugao je pozitivno orijentisan ako rotiranje prvog kraka
po (konveksnoj) oblasti ugla do drugog kraka jeste u
pozitivnom smeru (suprotan od kazaljke na satu), inace
je negativno orijentisan.

Merni broj ugla ¢emo uzimati iz skupa (—m, x], tj. [0, 7]
za pozitivno, a (—m,0) za negativno orijentisane.

Im
2 z]

0 Re

o ..
qziwzy = 7 Je pozitivno
oryentisan, a

<Zpwz1 = —% negativno
orijentisan.
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja)

Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z, m
merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je z=x+1y
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.
Napomena
Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument arg z
kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga 0 e
necemo definisati).
Primer
arg(0) = ,arg(2) =, arg(=3)= , arg(1+i)= , arg(—1—iV3) =
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja)

Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z, m
merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je z=x+1y
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.
Napomena
Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument arg z
kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga 0 e
necemo definisati).
Primer
arg(0) = nije def., arg(2) = , arg(—3)= , arg(1+i)= , arg(—1—iV3) =
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja)

Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z, m
merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je z=x+1y
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.
Napomena
Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument arg z
kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga 0 e
necemo definisati).
Primer
arg(0) = nije def., arg(2) =0, arg(—3)= , arg(1+i)= , arg(—1—iV3) =
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja) im
Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z,

merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.

Napomena

Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument

z=x+ly

arg z

kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga
necemo definisati).

Primer

arg(0) = nije def., arg(2) =0, arg(—3) =m, arg(l+i) =

Re

, arg(—1—iV3) =
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja) im
Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z,

merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.

Napomena

Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument

z=x+ly

arg z

kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga
necemo definisati).

Primer

arg(0) = nije def., arg(2) =0, arg(—3) =m, arg(l+i) =

Re

%7 arg(_l_l\/g) =
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Argument kompleksnog broja

Definicija (Argument kompleksnog broja) im
Agrument kompleksnog broja z, u oznaci arg z,

merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je
prvi krak pozitivni deo Re ose, a drugi krak je
poluprava 0z.

Napomena

Poluprava 00 nije definisana, pa ni argument

z=x+ly

arg z

kompleksnog broja 0 nije definisan (tj. mi ga
necemo definisati).

Primer

arg(0) = nije def., arg(2) =0, arg(—3) =m, arg(l+i) =

Re

x, arg(—1-iv3)= -2,
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Racunanje agrumenta
Neka je arg(z) = . Iz definicije i pravouglog
trougla desno vidimo da je tgp = £. Odatle imamo
arg z = p = arctg £, mada je ovo tacno samo ako je
x > 0. Generalno, imamo sledece tvrdenje.

Im
Teorema z=x+iy
Neka je z = x + iy. Argument je funkcija
arg : C\{0} 2 (=, 7] za koju vazi
arctg Z, x>0 y
arctgZ +m, x<0,y>0
v argz =
argz = arctg? —7m, x<0,y<0
- 0 X Re
by X = O,y >0
-5 x=0,y<0
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Osobine

Teorema
1. {z|argz >0} ={z|Im(z) >0} UR™
2. {z|argz>0} ={z|Im(z) > 0}\{0}
3. {z| =5 <argz< 5} = {z|Re(z) > 0}
4 {z] — T <agz<I)={z| Re(2) > 0}\{0)
5. {z] -5 <argz< 5} ={z|Re(z) >0} U{xi|x >0}
6. {z| -5 <argz< 5} ={z|Re(z) >0} U{xi|x <0}

Dokaz

Uputstvo: Nacrtati skupove u kompleksnoj ravni.
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Primeri

Za svaki komleksni broj z tacno je

(a) argz>0 < Im(z) >0
(b) argz>0 = Im(z) >0
(c) argz>0 = Im(z) eR
(d) argz>0 < Im(z) >0
(e) argz>0 < (Im(z) >0 A z#0)

Resenje. Nacrtati skupove u kompleksnoj ravni.



Primeri

Za svaki komleksni broj z tacno je

(a) argz>0 & Im(z) >0

(b) argz>0 = Im(z) >0
@ argz>0 = Im(z) eR

(d) argz>0 < Im(z) >0
argz>0 < (Im(z) >0 A z#0)

Resenje. Nacrtati skupove u kompleksnoj ravni.

Argument kompleksnog broja
00000e0
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Homotetija

Definicija (Homotetija) R
Funkcija koja proizvoljnu tacku iz ravni A preslikava u tacku A’ tako da je 0_/>4 = k- 0A

zove se homotetija sa centrom u 0 i koeficijentom k € R, i obelezava Hp .

Teorema
Zazn #Aw,zo#w,z1 #0 iz # 0 vazi:

> 2 + — —
l.argzn=argzn & =2 & (3keRT)0z =k -0z

lzi] = [z

2. arg(zr —w)=arg(nn —w) & ﬁ:ﬁ & Gk eRY)wz = k- wz
3. Mnozenjem kompleksnog broja realnim pozitivnim brojem argument se ne

menja.
4. Kompleksni brojevi koji pripadaju istoj polupravoj koja ishodi iz
koordinatnog pocetka imaju jednake argumente.

5. MnoZenje kompleksnog broja z realnim brojem k je homotetija Hp k.



Na prethodnom casu Kompleksni brojevi Argument kompleksnog broja Ponavljanje
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Sta smo danas radili

Algebrski oblik
Kompleksna ravan
Modul

Argument
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