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Na prethodnom casu

Algebarski oblik kompleksnog broja

Kompleksna ravan

Modul kompleksnog broja

Argument kompleksnog broja
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Trigonometrijski i eksponencijalni oblik
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka je z = x + iy. |z pravouglog trougla na slici
desno i definicije trigonometrijskih funkcija imamo

sing = Yo Cos p = X
P P
odakle sledi

z=x+ iy = p(cos + isiny)

Ovo je tacno za sve kompleksne brojeve razliCite on
nule (ne samo za one iz prvog kvadranta).

Teorema

Im

zZl=p

argz =

z=x+1y

Re

Neka je p = |z| = \/x? + y? modul kompleksnog broja z = x + iy € C\{0}, a
¢ = arg z € (—m, 1| njegov argument. Tada vazi z = p(cos + isin ) i ovaj oblik

zapisa se zove trigonometrijski oblik kompleksnog broja.
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Eksponencijalni oblik i jednakost kompleksnih brojeva

Moavrova formula: (cosx + isinx)" = cos nx + i sin nx

Kasnije je Leonard Ojler dokazao zabavniju jednakost (koristeéi stepene redove - tek na
Matematickoj analizi 2). QOjlerova formula: cosx + isin x = e

Definicija

Za kompleksni broj z = x + iy = p(cos ¢ + isin @)
vazi z = pe'¥, i ovaj oblik zapisa zove se
eksponencijalni oblik kompleksnog broja.

Im

Teorema
Za nenula kompleksne brojeve zi = p1e'¥1 |
zy = pp€e'?? date u eksponencijalnom obliku vazi

2| =

argz = o

z=x+1y

=2 & (p1:p2/\g01:<p2+2k7r,k€Z) 0

Re
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

© N o o0 s wDdhd =
|
&
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Primeri
Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

1. 0 =nije def.
2. 5=
3. 1=
4. | =
5. —4i =
6. -1 —i=
7. —m=
8

. le=
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Primeri
Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

1. 0 =nije def.
2. 5 =5(cos0+isin0) = 5e'C
3, 1=
4. | =

5. —4i =
6. —1—1i=
7. —m =

8

. le=
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Primeri
Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

1. 0 =nije def.
2. 5="5(cos0 +isin0) = 5e'O
3. =1 =1(cosm +isinm)=e™ (Ojlerova formula)
4. | =

5. —4i =
6. -1—i=
7. —m=

8

. le=
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

0 =nije def.
. 5=>5(cos0 + isin0) = 5e
. —1=1(cosm+ isinT) = e'” (Ojlerova formula)

i =1(cos 5 +isin g):e’g
—4i =
1=

—T =

© N o o0 s wDdhd =

ie =
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

0 =nije def.
. 5=>5(cos0 + isin0) = 5e
. —1=1(cosm+ isinT) = e'” (Ojlerova formula)

i=1(cos 5 +isin7) = el2
—4i = 4(cos 5" +isin ") = 4eiz
-1—-i=

—T =

© N o o0 s wDdhd =

ie =
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

0 =nije def.
. 5=>5(cos0 + isin0) = 5e
. —1=1(cosm+ isinT) = e'” (Ojlerova formula)

i=1(cos 5 +isin7) = el2
—4i = 4(cos 5" +isin ") = 4e~ 2
—1—i=+2(cos =2 +jsin =) = V2e "%

—T =

© N o o0 s wDdhd =

ie =
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

0 =nije def.
. 5=>5(cos0 + isin0) = 5e
. —1=1(cosm+ isinT) = e'” (Ojlerova formula)

i=1(cos 5 +isin7) = el2
—4i = 4(cos 5" +isin ") = 4e~ 2
—1—i=+2(cos =2 +jsin =) = V2e "%

—m =7(cosT + isinm) = me'™

© N o o0 s wDdhd =

ie =
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Primeri

Kompleksne brojeve prebaci u trigonometrijski i eksponencijalni oblik:

0 =nije def.
. 5=>5(cos0 + isin0) = 5e
. —1=1(cosm+ isinT) = e'” (Ojlerova formula)

i=1(cos 5 +isin7) = el2
—4i = 4(cos 5" +isin ") = 4e~ 2
—1—i=+2(cos =2 +jsin =) = V2e "%

—m =7(cosT + isinm) = me'™

© N o o0 s wDdhd =

. . . [T
ie =e(cosy +isiny) =e-e'



1odnom casu Trigonometrijski i eksponencijalni oblik Rotacije u kompleksnoj ravni Kompleksni koreni
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Mnozenje i deljenje u eksponencijalnom obilku

Teorema
Za x,y € R vazi (cosx + isinx)(cosy + isiny) = cos(x + y) + isin(x + y).

Dokaz

Direktna posledica definicije mnozenja kompleksnih brojeva i adicionih formula.

Posledica

Ako je z1 = p1(cos 1 + isinpy) = p1e™ft i zp = py(cospy + isinpy) = pre'?? tada
vazi

2120 = p1p2(cos(p1 + @2) + isin(p1 + p2)) = prpe’(P1T¥2)
27 1P C _ P1_i(p1—¢2)
— =21z = —(cos(p1 — @2) +isin(p1 —p2)) = —e
- ; p2( (¥1 = ¥2) (p1 = ¥2)) p

2] = pf(cos(np1) + isin(np1)) = pfe™

Ponavljanj
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Modul i argument kod mnozenja

Iz prethodne posledice sledi da je |z1z2| = |z1] - |22].
Posto smo definisali da za z € C\{0} vazi arg(z) € (—m,n], imamo da je
arg zy + arg zo, argz1 + arg zp € (—m, 7]
arg (2122) = argz1 +argzo+2m, argzi +argzmn < —m

argzi+argz — 2w, argzy+argzmp > T
Primer
1L (1+)(1+iV3) =
2. (~14i)(=1+iV3) =

3. (=)(=1) =
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Modul i argument kod mnozenja

Iz prethodne posledice sledi da je |z1z2| = |z1] - |22].
Posto smo definisali da za z € C\{0} vazi arg(z) € (—m,n], imamo da je
arg z; + arg z, argzy + arg zp € (—m, 7|
arg (z1zp) = argz1 +argzo+2m, argzi +argzmn < —m
argzi+argz — 2w, argzy+argzmp > T

Primer
1 (14)(1+iv3) = v2e/i2e'3 =212/ 52" =226/ T2
2. (-1 +i)(~1+iV3) =

3. (=)(=1) =
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Modul i argument kod mnozenja

Iz prethodne posledice sledi da je |z1z2| = |z1] - |22].
Posto smo definisali da za z € C\{0} vazi arg(z) € (—m,n], imamo da je
arg z; + arg z, argzy + arg zp € (—m, 7|
arg (z1zp) = argz1 +argzo+2m, argzi +argzmn < —m
argzi+argz — 2w, argzy+argzmp > T

Primer
L (1+0)(1+iV3) = v2eli2e’s _2fe =022l %
2. (=14 i)(~1+iV3) = V2e' 5265 = 2y/2e/ 2" =226/ 15 =
o2el (HE-27) _ o\ /5615
3. (=i)(—i) =
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Modul i argument kod mnozenja

Iz prethodne posledice sledi da je |z1z2| = |z1] - |22].
Posto smo definisali da za z € C\{0} vazi arg(z) € (—m,n], imamo da je
arg z; + arg z, argzy + arg zp € (—m, 7|
arg (z1zp) = argz1 +argzo+2m, argzi +argzmn < —m
argzi+argz — 2w, argzy+argzmp > T

Primer
L (1+0)(1+iV3) = v2eli2e’s _2fe =022l %
2. (=14 i)(~1+iV3) = V2e' 5265 = 2y/2e/ 2" =226/ 15 =
o2el (HE-27) _ o\ /5615

3. (—I)(—I) — e—ig e—i% — o—im — ei(f7r+27r) — o™




Trigonometrijski i eksponencijalni oblik
000000e

Inverzni i konjugovani u eksponencijalnom obliku

Inverzni: Za z = pe’¥ € C\{0}, imamo da je

I
Z—l — le—hp m
. P . . . z = pei‘ap
Konjugovani: Za z = pe'? € C\{0}, imamo ,
dajez=pe ¥ '
b :
Napomena 0¥ : Re
Geometrijska interpretacija funkcije f : C — C :
definisane f(z) = Z je osna simetrija u odnosu na _ iy
zZ = pe
Re-osu.
Primer

1. ZazeC\(R-U{0}) vaziargz™! = —arg z.
2. Zaz € R\{0} vaziargz™! = arg z.
3. Zazc C\{0} vaziargz~! = arg z.
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Rotacije u kompleksnoj ravni
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Rotacija oko koordinatnog pocetka

Teorema

Geometrijska interpretacija mnoZenja kompleksnog ze'? = pellett)
broja z = pe'? kompleksnim brojem e’ jeste Im

rotacija z oko 0 za ugao 0. z = pel¥
Primer 0

Rotacija oko 0 za proizvoljan ugao 0 daje ©

f(x+iy) = (x+iy)e” = (x + iy)(cos@ + isin ) = 0l Re

xcos® — ysinf + i(xsin@ + y cos9).

Posledica:
Rotacija za 6 oko (0,0) u R? data je sa f(x,y) = (xcos@ — ysinf, xsinf + y cos ).
Na primer, rotacija u R? oko koordinatnog pocetka:

® za ugao 7 je funkcija fi(x,y) = (—x, —y);
® za ugao 7 je funkcija f2(x,y) = (—y,x).
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Osne simetrije ako osa prolazi kroz koordinatni pocetak
Ve¢ smo utvrdili da je f(z) = Z osna simetrija u odnosu na realnu osu.
Zadatak
Dokazati da funkcija fy : C — C, gde je 0 € (—m, 1] definisana sa fy(0) =0/

fy(z) = ze', za z € C\{0}, odreduje osnu simetriju u odnosu na osu koja prolazi kroz
0 / ¢ija jedna poluosa sa pozitivnim delom realne ose gradi ugao od g.

Resenje. Kompozicija: (1) rotacije oko 0 za ugao —g, (2) osne simetrije g(z) =Z i (3)
rotacije oko 0 za ugao gjeste osna simetrija €ija osa gradi ugao g sa realnom osom.

: =0 0 _ ip . ..
Odatle imamo da ze' = e’z = Ze' jeste data funkcija.

Posledica: Kako je
fo(x +iy) = (x — iy)(cos + isin @) = x cosf + y sin @ + i(xsinf — y cos ), osna
simetrija u R? oko ose koja prolazi kroz koordinatni pocetak i sa realnom osom gradi:

® ugao 5 = 7 (tj. oko prave y = x) je funkcija fg(x,y) = (y, x);

NI NID

® ugao ; = —7 (tj. oko prave y = —x) je funkcija f_z(x,y) = (—y, —x).
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Racunanje ugla <tz102

Teorema Im
. . . . 22 Z1
Za konveksni orijentisani ugao <(z10zy vazi
z
121020 = arg = 0
7
0l Re

Dokaz

Neka je 0 = <210z, € (—m,w|. Generalno, imamo |z1| # |z

7




Rotacije u kompleksnoj ravni
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Racunanje ugla <tz102

Teorema Im
. . . .- 22 21
Za konveksni orijentisani ugao <(z10zy vazi o
IZ Z1
7
121020 = arg = 0 |
7
0l Re
Dokaz
Neka je 0 = <210z, € (—m, w|. Generalno, imamo |zi| # |z|, ali ako ih skaliramo i
posmatramo é—h i%, onda je }é—i" = ‘é—i" =liargzn = argﬁ iargzo = arg é—;

Sada imamo da se é—; dobija rotacijom é—h za ugao 0 oko 0, odakle sledi

0 2 |z 7

0 _ 2|2l = arge’ =arg—— & O=arg—

AN

V) Z1 i0

s = PN
| |al
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Rotacija oko proizvoljnog kompleksnog broja

22
Teorema Im A
Za kompleksni broj zy koji se dobija rotacijom z %‘ 1
oko w za konveksni orijentisani ugao 0 vazi w

n=w+(z1— w)em

Ponavljanje
o]

0l
Dokaz

Re
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Rotacija oko proizvoljnog kompleksnog broja

22
Teorema Im A
Za kompleksni broj zy koji se dobija rotacijom z %‘ 1
oko w za konveksni orijentisani ugao 0 vazi W @
2 =w+(z —w)e Orz1 —w
0l Re
Dokaz

Ako transliramo tacke z1,w, z» za vektor —w dobijamo da se zo — w dobija od z; — w
rotacijom za 6 oko koordinatnog pocetka. Odatle sledi

n-—w=(z-w)e’ o n=w+(z —w)e’
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o] 0000000 00000e 0000 o]
Racunanje ugla <zjwz,
z2
Teorema Im A ¥l
Za konveksni orijentisani ugao <zywz, vazi
w
Zy — W
ywzy = arg ————
zZ] — W
0l Re

Dokaz
Neka je 0 = <zjwz € (—m, 7).
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Racunanje ugla <zjwz,

Teorema
Za konveksni orijentisani ugao <zywz, vazi

Zo — W
ywzy = arg ————
zZ] — W
0l R
Dokaz €
Neka je 0 = <zywzy, € (—m,7]. Prvo tacke z1,w, zy transliramo za vektor —w i
dobijamo da je ugao 0 = <(z1 — w)0(z2 — w). Genera/no imamo |z
ali ako ih skaliramo kao u ranijoj teoremi | posmatramo -2 ‘Z Z| i \Z:ZI’ onda je
Z1— _ Z2 —W _ _ —W _ Z2—W
’|zl—w\‘ Mzz_w“ liarg(z1 —w) = arg = iarg (zy —w) = arg 2=2. Sada

Zr—w

1—W
B dobija rotacijom 2

imamo da se —] 23 ugao 6 oko 0, odakle sledi

|z

22-wW Zl—weie PN eiQZHM = O=arg——
|z — Wl |z1 — Wl 71 —w|z —w 71 — W

2 — W
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Kompleksni koreni
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Kompleksni n-ti koren

Primer
1. Skup resenja jednacine z* =1 je:

2. Skup resenja jednacine z3 =1 je:

Kompleksni koreni
0000

Ponavljanje
o]
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Kompleksni n-ti koren

Primer
1. Skup reSenja jedna&ine z* =1 je: {1,i,—1,—i}.

2. Skup resenja jednacine z3 =1 je:

Kompleksni koreni
0000

Ponavljanje
o]
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Kompleksni n-ti koren

Primer

1. Skup reSenja jedna&ine z* =1 je: {1,i,—1,—i}.
2. Skup reenja jednacine 28 =1 je: {1,e'5 ,e~'% }.

Kompleksni koreni
0000

Ponavljanje
o]



Kompleksni koreni
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Kompleksni n-ti koren

Primer
1. Skup reSenja jedna&ine z* =1 je: {1,i,—1,—i}.
2. Skup reenja jednacine z3 = 1 je: {1, &5, _’*}
Teorema

Kompleksna jednacina z" = w = pe'¥ ima n razlicitih reienja za sve prirodne brojeve
n>2jwe C\{0}. Resenja su

okr .+ okn
2 = /p( cos T2 i %) Upe ST, zak=0,1,...,n-1

pri Gemu je y/p € RY (tj. /p je realan koren).
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Pre dokaza teoreme: geometrijska interpretacija

Prethodna teorema tvrdi da jednacina

n P - . itp+2k7r
z" = w = pe'¥ ima resenja z, = y/pe' ", za
k=0,1,...,n— 1. Primetimo sledece: Im

® za k = 0 dobijamo zy = \"/ﬁe"%

©
Zyp = y/pe n

SIS




Pre dokaza teoreme: geometrijska interpretacija

Prethodna teorema tvrdi da jednacina

I - . s o+2km
z" = w = pe'¥ ima reSenja z, = y/pe' » , za
k=0,1,...,n— 1. Primetimo sledece:
. (e
® za k = 0 dobijamo z = y/pe'n

za k =1 dobijamo

jo+2n e jom j2m
zlz\r/ﬁe’ n = /pe'ne' ™ = ze'n
. .. 2m
isto tako dobijamo zx = zx_q1e'"n, za

k=1,...,n—1

Primeti: z, se dobija rotacijom zx_1 za n-ti deo
punog ugla (delimo krug na n jednakih delova)
Dakle: tacke z,...,z,_1 u kompleksnoj
ravni jesu temena pravilnog n-tougla ciji je
centar u 0, a poluprecnik /p.

Kompleksni koreni

[e]e] le]

71 = zpe'n

27

Re

2
e'n



Kompleksni koreni
[e]e]e] ]

Dokaz teoreme

Ako je z = re', na osnovu osobine stepenovanja kompleksnih brojeva jednacina
z" = w = pe'? postaje r"e™ = pe’?. Ovi kompleksni brojevi su jednaki akko r" = p i
mp = ¢ + 2kmw, za k € Z. Odatle je skup redenja jednacine

p+2km

{zx = w/pe' v |keZ}

Preostaje samo da pokazemo da u ovom skupu ima tacno n razli¢itih brojeva.

® Bar n resenja: Na prethodnom slajdu smo pokazali da za k € {0,...,n—1}
dobijamo razlic¢ite kompleksne brojeve z, (koji obrazuju temena pravilnog n-tougla).

® Ne vise od n resenja: Kod polinoma ¢emo raditi teoremu: polinom n-tog stepena
ima najvise n korena. Dakle, z”" — w = 0 ne moze imati vise od n reSenja.



Sta smo danas radili
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Rotacije u kompleksnoj ravni
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Ponavljanje
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