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Na prethodnom casu
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Na prethodnom casu

Relacija =p na skupu F[t]

Faktor skup F[t]/P

Komutativan prsten sa jedinicom (F[t]/P,+,)

Polje (F[t]/P,+,"), ako je polinom P nesvodljiv nad F
Sva kona¢na polja su:

® (Zp,+,-) ako je p prost ceo broj - ima p elemenata
® (Zo[t]/P,+,-), ako je polinom P nesvodljiv nad poljem Z, - ima p" elemenata, za
dg(P)=n
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Linearna algebra - kroz istoriju
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Linearna algebra

Wikipedia: Linearna algebra (lat: linealis, pripada liniji), je matematicka disciplina koja
se bavi vektorima i matricama i uopste vektorskim prostorom i linearnim
transformacijama.

Linearna algebra se bavi:

e Sistemima linearnih jednacina (srednja skola)
® Vektorima (srednja skola)
® Vektorskim prostorima (apstrakcija)
® Linearanim transformacijama (homomorfizmi)
® Matricama (isto Sto i linearne transformacije)

Zasto uciti linearnu algebru:

® Primene u masinskom ucenju, u obradi digitalnih slika (slika je matrica), u fizici, u
elektronici. | jo§ mnogo primena.
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Kako je sve pocelo?

® Pre 4000 godina u Vavilonu su re3avali sisteme od dve jednacine sa dve nepoznate,
u danasnjoj notaciji
anx + any = b
ax + any = b
® QOko 200. godine p.n.e. kineski matematicari su objavili knjigu "Devet poglavlja o
matematickoj vestini" u kojoj predstavljaju metod za re3avanje lineranih sitema od
3,41 5 jednacina i nepoznatih
® Taj metod kineskih matematicara je danas poznat kao Gausov metod eliminacije
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Sistemi linearnih jednacina i determinante

U XVII veku Dekart (latinski Cartesius) u knjizi "Geometrija" uvodi analiticku
geometrju - spaja geometriju sa algebrom, uvodi (Dekartov) koordinatni sistem

Jedan od prvih apstraktnih pojmova u resavanju sistema linearnih jednacina je
pojam determinante koji u XVII veku uvodi japanski matemati¢ar Takakazu, a u
Evropi ih prvi koristi Lajbnic (nezavisno jedan od drugog)

U XVIII veku je Kramer pronasao nacin da resava kvadratne sisteme isklju€ivo
pomocu determinanti

U to vreme su Njutin, pa Gaus i drugi koristili metod eliminacije promenljivih iz
jednacina da bi pocetni sistem sveli na trougaoni oblik odakle se resenja
jednostavno procitaju - sistem koji se danas uéi u osnovnoj skoli (koji koriste i
racunari)
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Vektorski prostori, linearne transformacije i matrice - XIX vek

Grasman je prvi razmisljao o n-dimenzionalnim vektorskim prostorima
Silvester je uveo pojam matrice (latinski naziv za utrobu ili matericu, mesto gde
je nesto nastalo ili se formiralo) - koristio je matrice da generiSe determinante

Preslikavanja izmedu vektorskih prostora su linearne transformacije, a matrice su
drugacija reprezentacija linearnih transformacija

Kejli je prvi definisao mnozenje matrica (da predstavlja kompoziciju linearnih
transformacija), trazenje inverzne matrice, definisao algebru matrica, takode je
formulisao Kejli-Hamiltonovu teoremu
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Sistemi linearnih jednacina
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Linearne jednacine

Podsecanje: Linearna jednacina sa jednom promenljivom nad proizvoljnim poljem F je
oblika ax = b. Sta je resenje?
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Linearne jednacine

Podsecanje: Linearna jednacina sa jednom promenljivom nad proizvoljnim poljem F je
oblika ax = b. Sta je resenje?

® Ako je a=0i b # 0 jednacina nema resenja.
® Ako je a=01i b= 0 redenje su svi elementi polja F.

® Ako je a # 0 resenje je jedino x = a~1b.

Napomena

U osnovnoj i srednjoj skoli se uce sistemi linearnih jednacina sa dve i tri promenljive.



Na prethodnom casu Linearna algebra - kroz istoriju Sistemi linearnih jednacina Analiza sistema linearnih jednacina
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Sistem linearnih jednacina sa dve promenljive

Posmatrajmo sistem sa dve promenljive x i y nad poljem R, tj. konjukciju sledecih
jednacina

—x + y =0

2x + y = 3

Sta je resenje?

Ponavljanje
o]
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Sistem linearnih jednacina sa dve promenljive

Posmatrajmo sistem sa dve promenljive x i y nad poljem R, tj. konjukciju sledecih
jednacina

—x 4+ y =0
2x 4+ y =3
Sta je resenje?

Resenje je sada vektor (x,y) € R? koji zadovoljava obe jednacine, ako takav postoji.

Kako naci reSenje, ako postoji?
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Sistem linearnih jednacina sa dve promenljive

Posmatrajmo sistem sa dve promenljive x i y nad poljem R, tj. konjukciju sledecih
jednacina

—x 4+ y =0
2x 4+ y =3
Sta je resenje?

Resenje je sada vektor (x,y) € R? koji zadovoljava obe jednacine, ako takav postoji.

Kako naci reSenje, ako postoji?

® Resavanjem Gausovim metodom eliminacije
® Re3avanjem po vrstama (Geometrija u sistemima)

® Re3avanjem po kolonama (Vektori u sistemima)
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Gausov metod eliminacije: Primer 1

Ideja: Transformisati sistem eliminacijom promenljivih dok se ne dobije trougaoni

oblik
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Gausov metod eliminacije: Primer 1

Ideja: Transformisati sistem eliminacijom promenljivih dok se ne dobije trougaoni
oblik
® Gornji levi element zovemo prvi pivot ako je
razlicit od 0. Koriseéi njega, eliminisemo x iz
druge jednacine: na drugu jednacinu
x + y = 0 dodamo prvu pomnozenu sa 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 1

Ideja: Transformisati sistem eliminacijom promenljivih dok se ne dobije trougaoni

oblik

® Gornji levi element zovemo prvi pivot ako je
razlicit od 0. Koriseéi njega, eliminisemo x iz
druge jednacine: na drugu jednacinu
—x + y =0 dodamo prvu pomnozenu sa 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 1

Ideja: Transformisati sistem eliminacijom promenljivih dok se ne dobije trougaoni
oblik
® Gornji levi element zovemo prvi pivot ako je
razlicit od 0. Koriseéi njega, eliminisemo x iz
druge jednacine: na drugu jednacinu

—x + y =0 dodamo prvu pomnozenu sa 2
2x + y = 3 e Kada dobijemo trougaoni oblik resenje citamo
zamenom unazad:
Flx  + y =0 ® |z druge jednCine imamo y =1
3By = 3 ® Zamenom y = 1 u prvu jednacinu dobijamo

x =1, tj. redenje je (x,y) = (1,1).
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Gausov metod eliminacije: Primer 1
Ideja: Transformisati sistem eliminacijom promenljivih dok se ne dobije trougaoni

oblik

® Gornji levi element zovemo prvi pivot ako je
razlicit od 0. Koriseéi njega, eliminisemo x iz
druge jednacine: na drugu jednacinu

—x + y =0 dodamo prvu pomnozenu sa 2
2x + y = 3 e Kada dobijemo trougaoni oblik resenje citamo
zamenom unazad:
Flx  + y =0 ® |z druge jednCine imamo y =1
3By = 3 ® Zamenom y = 1 u prvu jednacinu dobijamo

x =1, tj. redenje je (x,y) = (1,1).
® U kvadrati¢ima imamo dva pivota - &iji
proizvod ovde daje determinantu kvadratnog
sistema (kasnije ¢emo raditi determinanate)
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

y + z = 2
2x — 2y + z = 3

Il
o
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

Ox + y + z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—-x + y 0 mesta jednacCinama
2x — 2y + z = 3
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

Ox + y + z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—-x + y =0 mesta jednacCinama

2x — 2y + z = 3
Fix  + y =0

2x — 2y + z = 3




Sistemi linearnih jednacina
0000@000000000

Gausov metod eliminacije: Primer 2

[0lx y z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—X y =0 mesta jednacCinama
2x 2y z =3 e Eliminisemo x iz druge jednacine: na drugu
jednacinu dodamo prvu pomnozenu sa 2
1l y =0
2x 2y z =3
3% z = 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

[0lx y z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—X y =0 mesta jednacCinama
2x 2y z =3 e Eliminisemo x iz druge jednacine: na drugu
jednacinu dodamo prvu pomnozenu sa 2
1l y =0
2x 2y z =3
3% z = 2
F1lx y =0
[0ly z = 3
y z = 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

[0lx y z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—X y =0 mesta jednacCinama
2x 2y z =3 e Eliminisemo x iz druge jednacine: na drugu
jednacinu dodamo prvu pomnozenu sa 2
F1lx y = 0 o N - . L ;
a poziciji drugog pivota je 0: zamenimo
2x 2y z =3 .. .
mesta promenljivama y i z
3% z = 2
F1lx y =0
[0y z = 3
y z = 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

[0lx y z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—X y =0 mesta jednacCinama
2x 2y z =3 e Eliminisemo x iz druge jednacine: na drugu
jednacinu dodamo prvu pomnozenu sa 2
1l y = 0 o . . )
® Na poziciji drugog pivota je 0: zamenimo
2x 2y z =3 .. .
mesta promenljivama y i z
3% z = 2
1lx y =0
[0y z = 3
y z = 2
F1lx y =0
1z = 3
z y = 2
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Gausov metod eliminacije: Primer 2

[0lx y z = 2 ® Na poziciji prvog pivota je 0. Zato zamenimo
—X y =0 mesta jednacCinama
2x 2y z =3 e Eliminisemo x iz druge jednacine: na drugu
jednacinu dodamo prvu pomnozenu sa 2
1l y = 0 o . . )
® Na poziciji drugog pivota je 0: zamenimo
2x 2y z =3 .. .
5 mesta promenljivama y i z
, =
Y e Eliminisemo z iz trece jednacine: na drugu
CTlx y -0 dodamo prvu jednacinu pomnozZenu sa —1 |
ly , — 3 dobijamo trougaoni oblik
y z = 2 T + y = 0
0 1z = 3
-1lx y = = -1
1z = 3 d
> y = 2 Zamenom unazad: (x,y,z) = (-1,-1,3)
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Gausov metod eliminacije: Primeri 3 i 4

Primer 3:

x + 3y + z =
—-2x — by — 2z
ix + 3y + =z

0 =

Il
oW e

Dobijeni sistem nema reSenja, pa ni pocetni
nema resenja - sistem je neresiv,
nesaglasan, protivrecan, nemoguc,
kontradiktoran

Primer 4:
x + 3y + z =1
—2x — by — z =3
ix + 3y + z =1
y + =z 5

Na poziciji pivota su brojevi razliiti od
nule, pa sistem moZemo zapisati ovako:

ix + 3y = 1-—z

Ay = 5—z
Zamenom unazad dobijamo y =5 — z,
x = —14 + 4z, tj. imamo skup reSenja

Rs ={(—14+4z,5—z,z)|z€ R}, i
kazemo da je sistem jednostruko
neodreden
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Definicija sistema linearnih jednacina nad proizvoljnim poljem

Definicija

Sistem m linearnih jednacina S nad poljem F za n-torku promenljivih (x1, 2, . ..,
xn), n,m €N, gde suaj,bjc F, 1 <i<m,1<j<n, jeste konjunkcija linearnih
Jjednacina:

ainxi + axe +--+ aixn = b
aix1 + axnxy +--+ amxp, = b
amix1 + ampxe +---+ ampXn = bm

® by,...,bn, se zovu slobodni clanovi

® Ako je by = ... = by = 0 sistem je homogen

e Ako je n = m sistem je kvadratni

® Skup resenja sistema S pisemo Rs
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Gausov metod eliminacije: ekvivalentne transformacije

Definicija (Ekvivalentni sistemi)
Sistemi Sy | Sy su ekvivalentni akko imaju isti skup reSenja, odnosno akko Rs, = Rs,.

Definicija (Ekvivalentne transformacije)
Ekvivalentne (elementarne) transformacije sistema linearnih jednacina su:
1. Zamena mesta vrstama;
2. Zamena mesta sabircima (tj. promenljivama);
3. Dodavanje jednaline pomnoZene brojem nekoj drugoj jednacini;
4

. MnozZenje jednacine brojem razli¢itim od nule.

Teorema

Ako je sistem linearnih jednacina Sy dobijen od sistema Sy ekvivalentnim
transformacijma, tada su sistemi ekvivalentni (ekvivalentnim transformacijama se ne
menja skup resenja linearnog sistema).
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Priroda sistema

Definicija
Sistem linearnih jednacina S moze biti:
® Resiv, saglasan, moguc - tada je Rs # ()

® QOdreden - tacno jedno resenje
® Neodreden - vise od jednog resenja

* Neresiv, nesaglasan, protivrecan, nemoguc, kontradiktoran - tada je Rs = ()

Napomena

Neodredene sisteme dalje klasifikujemo prema stepenu neodredenosti (jednostruko
neodredeni, dvostruko neodredeni, itd.)



Sistemi linearnih jednacina
000000000e0000

Vise od jednog resenja

Teorema
Ako je F polje, S sistem sa n promenljivih i (a1, ...,an) € F" i (B1,...,8n) € F"
resenja sistema S nad poljem F, tada je za svako \ € F resenje sistema S i

(A1 + (1= XN)fB1, .., dan+ (11— N)5n)

Dokaz
Ako je i-ta jednacina sistema S data sa ajix1 + -+ + ajpxn = bi i (a1, ...,ap) € F" i
(Biy...,0n) € F" su resenja sistema S tada dobijamo

ain(Aar + (L= XN)B1) + -+ ain(Aan + (L = N)Bp) =
)\(3,’1041 +...+ a,-,,oz,,) +(1- )\)(3;161 +...+ a;,,ﬁ,,) = Abi + (1 = N)b; = b;

Posledica
Ako je F beskonacno polje (kao Q,R,C) tada svaki neodreden sistem S sa n
promenljivih ima beskonacno mnogo resenja, tj. skup Rs C F" je beskonacan.
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Trougaoni oblik

Teorema

Svaki sistem linearnih jednacina S nad poljem F
aix1 + a1pxe + ... + aiaxn = b
ax1x1 + axpx2 + ... 4+ anxp = b2

am1X1 + amaX2 + ... + amnXp = bm
moZe se Gausovim postupkom eliminacije svesti na ekvivalentan sistem u trougaonom
obliku aiyitcapyrtasyst... vkt ... +Cnyan= di
02y +C3y3+ ... FQuyk+ ...+ Cnyn= do

CkkYk + o + Cinyn= di
0 =Xn1
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|deja dokaza: Gausov postupak
arixy + aiexe + ... + aynXn = b
@1x1 + 22X + ... + & pxn = b

am1X1 + ama2x2 + ... + amnXp = bm

1. Ako je a1 # 0 onda je on pivot i pomocu njega eliminiSemo promenljivu x; iz
preostalih jednacina

2. Ako je a; 1 = 0 tada u prvoj koloni pronadi a; 1 # 0 (ili u prvoj vrsti a; ; # 0),
zameni mesta 1. i i-toj jednacini (ili promenljivama), a; 1 (ili a1 ;) je pivot i
eliminisemo x; (ili x;) iz preostalih jednacina

3. Postupak ponavljamo pocevsi od sledece jednacine sve do poslednje jednacine ili
dok u svim preostalim jednainama imamo bar jednu promenljivu

Napomena
® Za pocetni i sistem u trougaonom obliku imamo {y1,...,yn} = {x1,...,xa}, t.
promenljive su iste samo im je redosled (moZda) promenjen

e | trougaonom obliku na poziciji pivota su c11,...,Ckk | Svi su razliciti-od 0
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Analiza trougaonog oblika

aiyitapytasyst+... +cakykt... Fcanyn= di
Q2y2 +@3y3+ ... F oYkt ... FCpyn= do

CkkYk + .-+ + Cknyn= dy

0 =1
0 = \nm
® Na glavnoj dijagonali imamo ¢ 1, ..., ¢k« (nenula) pivote
® Ako je Akr1 #0V ...V Ay # 0 sistem nema reSenja - kontradiktoran
® Ako je Akt1 = ... = Ay = 0- sistem ima reSenja - saglasan, i tada:
® ako je k = n sistem je odreden (Sledeti slajd)

® ako je k < n sistem je neodreden sa stepenom neodredenosti n — k  (Sledeci slajd)
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Odredeni i neodredeni trougaoni sistemi

® Odreden (podvuceni su pivoti)
aiyi+ oy +agys+ ... + Cnyn=d
Coy2 + @3y3+ ... + Cnyn = do

§ Cn,nYn = dn
Zamenom unazad dobijamo redom y,, yp-1,..., 11
® n—k-tostruko neodreden (podvuceni su pivoti)
Cciiyr +ciay2 +c3ys+ ... + Clayk =d1 — CLk41Yk41l — --- — ClnYn
Cpyr +C3y3+ ... + Yk =dr — CQk1Yk4l — -+ — C2.nYn
CkkYk = dk — Ckk+1Yk+1 — -+ — Ck,n¥n
Iz poslednje jednacine yj izrazimo preko yxi1,...,Yn, pa zamenom unazad i

Yk—1,---,y1 takode izrazimo preko promenljivih yii1,...,yn
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ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i i// _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).

(0,0)
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ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i i// _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).

(0,0) +(1,2)
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ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i i// _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).

(0,0) (1,2)




Analiza sistema linearnih jednacina
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ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i i// _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).
Prava y = —x + 3 prolazi kroz tacke (3,0) i (1,2),
pa je resenje sistema (x,y) = (1,2). y
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oeo

ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i i// _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).
Prava y = —x + 3 prolazi kroz tacke (3,0) i (1,2),
pa je resenje sistema (x,y) = (1,2). y




Analiza sistema linearnih jednacina
oeo

ReSavanje po vrstama: prave i ravni

. . . -2 . . .
Sistem jednacina x i § _ 5 zapravo ¢ine jednacine dve prave y = 2x i
y = —x + 3 i samo treba da nademo njihov presek.

Prava y = 2x prolazi kroz tacke (0,0) i (1,2).
Prava y = —x + 3 prolazi kroz tacke (3,0) i (1,2),
pa je resenje sistema (x,y) = (1,2).

e Sta ako se prave odredene prvom i drugom
jednainom poklapaju ili su paralelne i razlicite?
(Resenje je cela prava ili nema resenja)

e Sta ako su jednacine sa 3 ili vise promenljvih? A\
Sa 3 promenljive dobijamo jednacine ravni, ali (1,2)
crtanje postaje dosta tesko. Sa 4 ili vise ne (0,0) (3,0)

znamo kako da crtamo. Zato ovaj metod nije AN

prakti¢an - ali je vazno imati ovu geometrijsku
sliku!
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Resavanje po kolonama: vektori

. .| a . . . — + y = .
Za vektor (a, b) pisacemo i [ b ] Sada sistem jednacina +y o= 3 moze
da se posmatra u obliku
27, [1]_[o
I 1|17 3
. . . -2 1.11 .
Trazimo linearnu kombinaciju vektora [ 1 } i [ 1 } koja
daje vektor [ g } ako takva postoji? y
(0,3)




Analiza sistema linearnih jednacina
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Resavanje po kolonama: vektori

Za vektor (a, b) pisacemo i 2 1. Sada sistem jednacina x vy =0 moze
da se posmatra u obliku
AN
17173
. : D -2 1.1 .
Trazimo linearnu kombinaciju vektora [ 1 } i [ 1 } koja
daje vektor [ 0 } ako takva postoji? Imamo y
3
(0,3)
-2 1 0
] ene

Pitanje: Sta se sve moZe dobiti kao linearna kombinacija

vektora { _i } i [ 1 }? Sta ako su vektori paralelni?



Na prethodnom casu Linearna algebra - kroz istoriju Sistemi linearnih jednacina Analiza sistema linearnih jednacina Ponavljanje
o] 00000 00000000000000 000 [ ]

Sta smo danas radili

e Sta je linearna algebra
e Sistemi linearnih jednacina:
® Priroda sistema: odreden, neodreden, neresiv
® Gausov metod eliminacije
® Trougaoni oblik
® Vektori i analiticka geometrija u sistemima
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