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Na prethodnom casu Determinante iz srednje skole Definicija i osobine determinanti
[ ] 0000 000000000000 00

Na prethodnom casu

e Sta je linearna algebra
e Sistemi linearnih jednacina:
® Priroda sistema: odreden, neodreden, neresiv
® Gausov metod eliminacije
® Trougaoni oblik
® Vektori i analiticka geometrija u sistemima

Razvoj po vrsti ili koloni
000000

Ponavljanje
o]



Determinante iz srednje skole
@000

Determinante iz srednje Skole



Determinante iz srednje skole
000

Primer determinante: format 2 x 2

Napomena

Determinanta je vrednost koju dodeljujemo kvadratnom sistemu linearnih jednacina ili
kvadratnoj matrici, a koja nam govori neke njihove bitne osobine.

Primer
® Za linearnu jednacinu ax = b determinanta sistema je a Y
® Za sistem jednacina nad poljem R
(_27 1) (17 1)
-2x + y =0
x + y =3 (0,0) X
Determinanta je
|det(S)| = 3 - povrsina
=2 1| _ paralelograma nad
det(5) = } 11 ‘ =(=2)-1-1-1=-3 vektorima (—2,1) i (1,1)



Definicija i osobine determinanti Razvoj po vrsti ili koloni Ponavljanje
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Determinante iz srednje skole
000000000000 00 000000

Na prethodnom casu
o] [e]e] o]

Primer determinante: format 3 x 3

Za sistem linearnih jednacina nad poljem R

y + z = 2
S: —x + vy =0
2x — 2y + z =3

Determinanta sistema je

0 11
det(S)=| -1 1 0
2 -2 1



Determinante iz srednje skole
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Primer determinante: format 3 x 3

Za sistem linearnih jednacina nad poljem R

y + z = 2
S: —x + vy 0
2x — 2y + z = 3

Determinanta sistema je (Sarusovo pravilo - srednja 3kola)

o 11| 0 1
det(§)=| -1 1 0|-1 1|=0+40+2-(240-1)=1
2 —2 1| 2 -2

|det(S)| = 1 je zapremina paralelopipeda konstruisanog nad vektorima
,—L1,2),(1,1,—-2),(1,0,1) - kasnije Cemo raditi mesoviti proizvod vektora
0,—-1 1,1,-2),(1,0,1) - kasnije ¢ diti Soviti izvod vek
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Determinante generalno: format 3 x 3

Proizvoljna determinanta formata 3 x 3 nad poljem R
a1l a2 ai3
a1 ax a3
a31 d32 ds3



Determinante iz srednje skole
[e]e]e] )

Determinante generalno: format 3 x 3

Proizvoljna determinanta formata 3 x 3 nad poljem R (Sarusovo pravilo)
a1 a2 a3 | a1 an
a1 d22 a3 | dxz 4
a3l a3 a3 | a1 a2
= 311322833 + 312323431 + 313321832 — 313322331 — 11323332 — 312321333
Primetimo:
® Svaki sabirak je proizvod 3 elementa - svi iz razlicitih vrsta i kolona. Dalje, u
svakom sabirku prvi indeksi su redom 123, a drugi indeksi su 123, 231, 312, 321,
1321 213 - sve permutacije od 123

® Determinanta je jednaka sa
a11(axpass — ax3asz) + aiz(azzasi — az1as3) + a13(az1asx — axeas), tj. sa

d22 423
d32 d33

d21 423
31  4d33

a1 a2
a31 432

ar — a2 + a13
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Definicija i osobine determinanti



Definicija i osobine determinanti
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Permutacije, inverzije i parnost
Definicija (Permutacije)
Permutacija skupa {1,2,...,n} je svaka bijekcija o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Skup svih permutacija skupa {1,2,...,n} oznaéavamo sa S,,. Struktura (S,,0) je
grupa permutacija. /mamo da je |S,| = n!.

Primer
Za permutaciju skupa {1,2,3,4} datu sa o = (
o =1[0(1),0(2),0(3),0(4)] = 3,2,4,1].

Definicija (Inverzija permutacije)

1234

3241>, pisemo i o = 3241 |li

Ako je i < j io(i) > o(j), tada se par (o(i),o(j)) naziva inverzija permutacije o. Broj
svih inverzija permutacije o oznacamo sa Inv o. KaZemo da je permutacija parna ako je
(—1)"o =1, a neparna ako je (—1)""V° = —1.

Primer

Za permutaciju o = 3241 imamo Inv o = 4. Zato je (—1)"v°

=1,t. o je parna:



Definicija i osobine determinanti
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Kvadratni sistemi linearnih jednacina, matrice i definicija determinante
Kvadratni sistem linearnih jednacina nad poljem F i njegova matrica reda n dati su
ispod. Inace, matrice su pravougaone Seme (tabele) elemenata nekog polja - kasnije
¢emo raditi matrice detaljno. Skup svih kvadratnih matrica reda n (nad poljem F)
oznacavamo sa M.

aiixy + axo + ... + aipxn = by a1 a2 ... ain
a1 X1 + axpXo + ... + apXnp = b2 A az1 az2 ... ap
aniX1 + amxo + ... + annxp = by anl @n2 ... ann

Definicija (Determinante)

Determinanta je funkcija koja skup svih kvadratnih matrica M, nad poljem F
preslikava u polje F, tj. det : M, — F, koja je za A = [ajj]lnn € Mpn definisana sa

det(A) = > (1) 7a14(1)320(2) - - - Aro(n)

UGSn



Definicija i osobine determinanti
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Transponovana matrica i njena determinanta

Definicija (Transponovana matrica)
Za matricu A = [ajj]an njoj transponovana matrica je A" = [bjj]nn, gde je bj = aji, tj.
vrste matrice A jesu kolone matrice AT .

Primer
Matrica A i njena transponovana matrica A :

1 2 3 1 4 7
A=14 5 6 Al =2 5 8
7 89 36 9

Teorema
Determinanta kvadratne matrice A i determinanta njoj transponovane matrice su
jednake, tj. det(A) = det(AT).

Posledica
Svaku osobinu determinanti koju pokazemo da vazi po vrstama vazi i po kolonama.



Definicija i osobine determinanti
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Zamena mesta vrstama (kolonama)

Teorema

Ako je kvadratna matrica B dobijena zamenom mesta dvema vrstama u matrici A tada
Jje det(B) = —det(A). (Isto vazi i ako zamenimo mesta dvema kolonama.)

Primer

Mozemo proveriti da je

~N b=
e 1 N
O O W
|
I
= A~
N 1 o
w o O



Definicija i osobine determinanti
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Jednake vrste (kolone). Nula vrsta (kolona)

Teorema

Ako su dve vrste (kolone) u kvadratnoj matrici A jednake, tada je det(A) = 0.

Dokaz

Ako su u matrici A vrste i-ta i j-ta jednake, i ako je matrica B dobijena od matrice A

zamnom bas tih vrsta (B = A), tada po prethodnoj teoremi imamo det(B) = —det(A),
tj. 2det(A) = 0, odakle je det(A) = 0 (ako polje nad kojim posmatramo determinantu
nije karakteristike 2). Teorema vazi i nad poljima koja su karakteristike 2.

Teorema

Ako su svi elementi jedne vrste (kolone) kvadratne matrice A jednaki 0, tada je
det(A) = 0.

Dokaz

Ako su elementi i-te vrste jednaki 0, tj. aj,(j) =0, tada je

det Z( 1 /nvaala . IO’( ) ano.( ) =0

UESn



Definicija i osobine determinanti
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Mnozenje determinante skalarom

Teorema

Ako je kvadratna matrica B dobijena od matrice A mnoZenjem njene i-te vrste (kolone)
skalarom ), tada je det(B) = Adet(A).

Dokaz
det(B) — Z(—l)lnvaala(l) .. .)\3,‘0.(,') e am,(,,)
o€Sy
= )\ Z (71)/nv0310(1) e aia(i) . ano_(n) = )\det(A)
og€S,
Primer
1 2 3 5 10 15 1 10 3
54 5 6|=|4 5 6|=|4 25 6
7 8 9 7 8 9 7 40 9



Definicija i osobine determinanti
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Proporcionalne vrste (kolone)
Teorema

Ako su i-ta i j-ta (za i # j) vrsta (kolona) matrice A proporcionalne, tj. linearno
zavisne, tada je det(A) = 0.

Dokaz

Posto su i-ta i j-ta vrsta proporcionalne imamo aj,(iy = Aajq(j), odakle sledi

det(A) = Z (—1)’”‘/0810(1) - 3ig(iy - - - Ajo(j) - - - no(n)

G'GSn
= Z (—1)’”‘/0310(1) e )\ajg(j) ce aj(,(j) e a,w(,,)
o€Sy
= Z (—1)’”‘/0310(1) cee ajo(j) cee ang) cee ang(n) =0
0€S)

gde smo koristili jednu od prethodnih teorema (ako su dve vrste jednake determinanta
Je jednaka 0).



Definicija i osobine determinanti
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Svodenje na trougaoni oblik (1/4)

Teorema

Ako je kvadratna matrica B dobijena od matrice A tako Sto se na j-tu vrstu (kolonu)
doda i-ta vrsta (kolona) pomnozZena skalarom \, tada je det(B) = det(A).

Dokaz

det(B) = 3, (=1)™%a1501) - Aia(i) - - (3joi) + Adio(i)) - - - Ana(n) =
oES

J; (—1)1’7\/0310(1) - @jo(i) - - - Ao(j) - - - Ano(n) T

A D> (—l)lnvaalg(l) - @ig(i) -+ - Aig(i) - - Ano(n) = det(A)+A-0

0€Sn

Primer
1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6|=|4-4 5-8 6—-12|=|0 -3 -6
7 8 9 7 8 9 7 8 9



Definicija i osobine determinanti
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Svodenje na trougaoni oblik (2/4)

Podsecanje: Ekvivalentne transformacije ne menjaju skup resenja sistema linearnih
jednacina.

aiixi + axo + ... + aipXxp = by ai1 812 ... din

axxi + axnxg + ... + apxp = by ay1 @ ... anp
: . . . det(S) =

anlX1 +amXo + ... + appXxn = bn anl @n2 --- ann

® 7amena mesta jednaCinama
) ® Zamena mesta vrstama det(B) = —det(A)

® 7amena mesta promenljivama
P ! e Zamena mesta kolonama det(B) = —det(A)

® Dodavanje jednaCine
prethodno pomnozene sa A
drugoj jednacini

® Dodavanje vrste prethodno pomnozene sa A
drugoj vrsti det(B) = det(A)



Definicija i osobine determinanti
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Svodenje na trougaoni oblik (3/4)

Teorema
Determinanta kvadratne gornje trougaone matrice (kod koje su svi elementi ispod
glavne dijagonale jednaki nuli) jednaka je proizvodu elemenata sa glavne dijagonale, tj.

di1 412 ... din
0 ar» ... as

dEt(A) = . . = 3114822 ...4dnn
0 0 ...am

Dokaz
Jedini sabirak u det(A) razli¢it od 0 iz prve kolone sadrzi a11, iz druge axy (jer je iz prve
vrste veC izabran a11, a ostali iz druge kolone su 0), itd. - primeti o(i) = i.

Napomena

Koriste¢i Gausov postupak eliminacije svaku determinantu det(A) mozemo
transformisati u determinantu u trougaonom obliku det(B), pri Cemu Ce vaziti
det(A) = idet(B) = +bi1byy ... bpy.



Definicija i osobine determinanti
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Svodenje na trougaoni oblik (3/4)

Teorema
Kvadratni sistem linearnih jednacina je odreden akko je determinanta sistema razlicita

od 0.
Dokaz

Sistem linearnih jednacina S se Gausovim postupkom eliminacije moze svesti na
trougaoni oblik S1, i da pri tome ne koristimo transformaciju mnozenja jednacine
brojem. Vazi da je S odreden akko su svi koeficijenti na glavnoj dijagonali u sistemu Sy
razliciti od O (pivoti). Determinanta sistema det(S) se moZe istim postupkom svesti na
det(S1) - koja je gornja trougaona, i vazi det(S) = +det(S1) = £b11baz ... bpn, gde su
bi1, b22, ..., bnn elementi sa glavne dijagonale determinante od S;. Tj. vazi det(S) # 0
akko su svi pivoti razliciti od 0 akko je sistem S odreden.



Definicija i osobine determinanti
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Primer

Levo je svodenje sistema na trougaoni oblik, a desno svodenje determinante sistema na
trougaoni oblik.

y + z = 2

- + y = 0
2x — 2y + z =3 0 11 -1 10
-1 1 0|=—-| 0 1 1]|=
-X + y = 0 2 -2 1 2 -2 1
y + z =2 (1 1 0
2x — 2y + z = 3 - 0 d 1]=1
0 0 [
F1lx + y =0
Ay + =z = 2
+ [z 3



Definicija i osobine determinanti
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Determinanta homogenog sistema linearnih jednacina
Podsecanje: Homogen sitem linearnih jednacina ne moze biti kontradiktoran - uvek

ima bar jedno (trivijalno) resenje x; = ... = x, = 0.
ayixy +apxe + ... +aipx, =0 a1 a2 .- an
azix1 + axxo + ... + axpxy, =0 a1 axp ... an
. . . . det(S) = | .
amx1+amxo+ ... +apmxp, =0 anl @n2 --- ann
Teorema

Homogeni kvadratni sistem linearnih jednacina je neodreden (ima netrivijalna resenja)
akko je determinanta sistema jednaka null.

Dokaz

Iz prethodne teoreme imamo da je S odreden akko je det(S) # 0, odnosno sistem je
neodreden ili kontradiktoran akko je det(S) = 0. Posto homogen sistem ne moze biti
kontradiktoran imamo da je neodreden akko je det(S) = 0.
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Razvoj determinante po vrsti ili koloni



Razvoj po vrsti ili koloni
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Laplasov razvoj determinante
Za determinante reda 3 smo videli da se mogu izracunati preko determinanti reda 2:
a1 d12 a3
a1 ax a3 | =an
a1 az as3

d22 423
d32 d33

a1 a2
31 432

+ a3

a31  a33

Ovo vazi za determinante proizvoljnog reda n i razvoj moze biti po bilo kojoj vrsti ili
koloni. Pri razvoju "poddeterminante" zovemo minori, a minor sa odgovaraju¢im
predznakom kofaktor.

Definicija (Minor i kofaktor)

Neka je A = [ajj]nn kvadratna matrica. Minor Mj; elementa a;; u matrici A je
determinanta koja se dobija kada se iz det(A) izostavi i-ta vrsta i j-ta kolona. Kofaktor
elementa ajj u matrici A je Aj = (1) Mj;.

Primer

Za determinantu datu gore na slajdu, minor elementa a1y je dat kao prvi u razvoju i on
Je jednak kofaktoru jer se a11 nalazi na "parnom" mestu (1 + 1 = 2 je parno).



Razvoj po vrsti ili koloni
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Razvoj po prvoj vrsti (koloni)

Lema
Ako je kvadratna matrica A = [ajj|nn, tada je

det(A) = a11A11 + a12A12 + ... + a1,A1n
Dokaz

Neka je o’ restrikcija funkcije o na domenu {2, ..., n}. Primetimo da ako je o(1) = k,
tada je Invo = k — 1+ Invo’ i da je (—1)% = (=1)K2. Zato imamo

det(A) = > (=1)"™7a1,(1)a2(2) - - - 3n0(n)

o€ES,
= Z (_1)Invaalla2a(2) -+ +dng(n) +.o.+ Z Invaalna2a(2) -+ - dng(n)
o(1)=1 o(l)=n
= a1l Z (_1)0+lnva’a20(2) -+ +dno(n) + ...+ a1n Z (_1)(n—1)+lnv0’a20(2) -+ dna(n)
(1)=1 o(l)=n

= 311(—1)0M11 + ...+ 31,,(—1)(”71)/\//1,, = a311A11 + ...+ a1nA1n



Razvoj po vrsti ili koloni
000@00

Razvoj po i-toj vrsti (koloni)

Teorema

Ako je kvadratna matrica A = [ajj]nn, tada je aj1Ak1 + aipAk2 + . . . + ainAkn jednako sa
det(A) za i = k, a jednako je 0 za i # k.

Dokaz

i = k: treba pokazati det(A) = aj1Ai1 + aiAiz + . . . + aipAin, Sto se radi indukcijom po i.
® Baza: i =1 pokazano u prethodoj lemi
® Hipoteza: Neka je tvrdenje tacno za i
® Korak: Za i+ i: neka je matrica B dobijena od matrice A zamenom i. i i+ 1. vrste.
Tada primenom indukcijske hipoteze na B dobijamo det(A) = —det(B) =
—binBi1 — bj2Bio — ... — binBin = ait1,1Ai+1,1 + aix1,2Ai412 + ... F ait1,nAit1n-

i # k: Neka je matrica C dobijena od matrice A tako sto je k-ta vrsta zamenjena i-tom
vrstom. Matrica C ima dve jednake vrste (i-tu i k-tu), pa je det(C) = 0. Sa druge
strane, razvojem C po k-toj vrsti imamo det(C) = aj1 Ax1 + ainAk2 + - .. + ainAxn
(gde je ajj = ayj jer su k-ta i i-ta vrsta u C jednake).



Razvoj po vrsti ili koloni
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Primer

Razvojem po trecoj koloni, a zatim po prvoj vrsti dobijamo:

0 1 0 2 01 2
—1-(-1)*] -1 1
1 -2 11
10 1 2 11
:1 (_1)1+2 _; '+2(_1)1+3 _1 1 ‘




Razvoj po vrsti ili koloni
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Determinanta proizvoda matrica

Kasnije ¢emo detaljno matrice, mnozenje matrice i skalara i mnozenje matrica, i tada
¢emo koristiti sledece dve teoreme.

Teorema (Bine-Kosi)

Ako su A i B kvadratne matrice istog reda (i nad istim poljem F) tada je
det(AB) = det(A)det(B).

Teorema
Ako je A kvadratna matrica reda n nad poljem F i \ € F, tada je det(AA) = \"det(A).

Poslednja teorema je direktna posledica mnoZenja skalara i determinante i mnoZenja
skalara i matrice.



Sta smo danas radili

Determinante reda 2 i 3 iz srednje 3kole

Definicija determinante

IzraCunavanje determinante svodenjem na trougaoni oblik
Kvadratni sistemi linearnih jednacina i njihove determinante

Izracunavanje determinante razvojem to vrsti ili koloni

Ponavljanje
[ ]
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