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Na prethodnom £asu Slobodni vektori Skalarni proizvod. Projekcije Ponavljanje

Na prethodnom £asu

• Determinante reda 2 i 3 iz srednje ²kole

• De�nicija determinante

• Izra£unavanje determinante svo�enjem na trougaoni oblik

• Kvadratni sistemi linearnih jedna£ina i njihove determinante

• Izra£unavanje determinante razvojem to vrsti ili koloni
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Slobodni vektori

Napomena

Vektorske veli£ine su odre�ene sa vi²e parametara, a skalarne veli£ine samo jednom.
(Slobodni) vektori su odre�eni sa tri veli£ine - intezitet, pravac i smer.

De�nicija

(Slobodni) vektor je skup svih orijentisanih duºi (iz Euklidskog
prostora) koje su me�usobno podudarne, paralelne i isto orijentisane.

De�nicija

U skupu E2 parova ta£aka Euklidskog prostora E relacija ρ je data sa
(A,A)ρ(B,B) i (A,B)ρ(C ,D) akko je duº AB podudarna, paralelna i
isto orijentisana kao CD. Relacija ρ je relacija ekvivalencije na skupu
E, a slobodan vektor je klasa ekvivalencije.

Primer
Desno imamo vektor a⃗ =

−→
AB =

−→
CD.
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Intezitet, pravac i smer slobodnog vektora

De�nicija

Za slobodni vektor a⃗ =
−→
AB ∈ V

• intezitet, u oznaci |
−→
AB| = |a⃗| = a, je duºina duºi AB ;

• pravac je odre�en pravom (i svim njoj paralelnih pravih) na kojoj leºe ta£ke A i B ;
• smer (na pravcu vektora) je od ta£ke A do ta£ke B .

Ako je A = B , tada nula vektor 0⃗ =
−→
AA = 0 ima intezitet 0 i neodre�en pravac i smer.

Za nula vektor se uzima da je normalan i paralelan sa svakim drugim vektorom.

Teorema
Svaki slobodan vektor a⃗ ∈ V jednozna£no je odre�en pravcem, smerom i intezitetom.
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Sabiranje vektora
De�nicija

Zbir vektora a⃗ =
−→
AB i vektora b⃗ =

−→
CD je vektor

a⃗+ b⃗ =
−→
AE , gde je ta£ka E odre�ena sa b⃗ =

−→
BE .

Napomena

Zbir vektora a⃗ i b⃗ se moºe defnisati i kao dijagonala
paralelograma konstruisanog nad a⃗ i b⃗.

Teorema
Neka je V skup svih slobodnih vektora. Tada je
(V ,+) Abelova grupa.

a⃗

b⃗

b⃗

a⃗+ b⃗

b⃗
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Dokaz
Na osnovu de�nicije vektora i zbira vektora zatvorenost vaºi. Ako je a⃗ =

−→
AB, b⃗ =

−→
BC i

c⃗ =
−→
CD tada je (a⃗+ b⃗) + c⃗ =

−→
AC +

−→
CD =

−→
AD i a⃗+ (b⃗ + c⃗) =

−→
AB +

−→
BD =

−→
AD, pa

asocijativnost vaºi. Sli£no se pokazuje komutativnost. Neutralni element je nula vektor

0⃗ =
−→
AA =

−→
BB , a inverzni za a⃗ =

−→
AB je njemu suprotni vektor −a⃗ = −

−→
AB =

−→
BA.
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Mnoºenje vektora i skalara

De�nicija

Proizvod vektora a⃗ i skalara α je operacija · : R×V → V , gde je α · a⃗
vektor £iji je
• Intezitet: |α · a⃗| = |α| · |a⃗|;
• Pravac: isti kao i pravac vektora a⃗;
• Smer: ako je α > 0 isti kao smer vektora a⃗, ako je α < 0

suprotan od smera vektora a⃗.

Ako je α = 0 ili a⃗ = 0 tada je α · a⃗ = 0.

De�nicija (Jednini£ni vektor - Ort)

Za svaki nenula vektor a⃗ jedini£ni vektor njegovog pravca ± a⃗
|a⃗| zove se

jedini£ni vektor ili ort.

a⃗

2a⃗

−2a⃗

b⃗
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Osobine mnoºenja vektora i skalara

Teorema
Za sve skalare α, β ∈ R i sve vektore a⃗, b⃗ ∈ V imamo

1. α(βa⃗) = (αβ)a⃗,

2. α(a⃗+ b⃗) = αa⃗+ αb⃗,

3. (α+ β)a⃗ = αa⃗+ βa⃗,

4. 1a⃗ = a⃗,

5. αa⃗ = 0 ⇔ (α = 0 ∧ a⃗ = 0).

Dokaz
Direktna posledica de�nicija, sem drugog tvr�enja koje se moºe pokazati korite¢i
sli£nost trouglova. Npr. pod 1, imamo da su α(βa⃗) i (αβ)a⃗ vektori istog pravca (pravac
vektora a⃗) i smera (koji zavisi od αβ > 0), a za intezitete vaºi
|α(βa⃗)| = |α| · |βa⃗| = |α|(|β| · |a⃗|) = (|α| · |β|)|a⃗| = |(αβ)a⃗|.
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Linearna zavisnost i generatornost

De�nicija (Linearna zavisnost)

• U ravni: Dva vektora su linearno zavisna akko su kolinearni (paralelni, tj. istog
pravca). Nula vektor i bilo koji drugi vektor su uvek kolinearni.

• U prostoru: Tri vektora su linearno zavisna akko su komplanarni (paralelni istoj
ravni). Nula vektor je komplanaran sa svakim skupom komplanarnih vektora.

Teorema
Ako su a⃗ i b⃗ nenula linearno zavisni vektori tada se svaki od njih moºe predstaviti kao
proizvod nekog skalara i onog drugog vektora.

De�nicija (Linearna kombinacija. Generatornost)

• U ravni: Ako je c⃗ = αa⃗+ βb⃗, za neke vektore a⃗ i b⃗ i skalare α i β, tada kaºemo
da je c⃗ linearna kombinacija vektora a⃗ i b⃗. Kaºemo da vektori a⃗ i b⃗ generi²u skup
vektora koji se mogu dobiti njihovim linearnim kombinacijama.

• U prostoru: Analogno - samo koristimo tri vektora.
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Linearna nezavisnost

Teorema

1. U ravni: Ako su a⃗ i b⃗ nekolinearni tada:
(∀α, β ∈ R)(αa⃗+ βb⃗ = 0 ⇒ α = β = 0);

2. U prostoru: Ako su a⃗, b⃗ i c⃗ nekomplanarni tada:
(∀α, β, γ ∈ R)(αa⃗+ βb⃗ + γc⃗ = 0 ⇒ α = β = γ = 0);

Dokaz

1. Neka su a⃗ i b⃗ linearno nezavisni. Pretpostavimo suprotno tvr�enju teoreme da
postoje α i β, od kojih je bar jedan razli£it od nule, takvi da αa⃗+ βb⃗ = 0 vaºi.
Ako je α ̸= 0, tada dobijamo a⃗ = −β

α b⃗, odakle sledi da su a⃗ i b⃗ linearno zavisni,
²to je u kontradikciji sa uslovom teoreme.

2. Ako su a⃗, b⃗ i c⃗ linearno nezavisni i α ̸= 0. Tada iz αa⃗+ βb⃗ + γc⃗ = 0 sledi
a⃗ = −β

α b⃗ − γ
α c⃗ , odakle sledi da c⃗ pripada ravni odre�enoj vektorima a⃗ i b⃗ -

kontradikcija sa pretpostavkom da su vektori nekomplanarni.
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Generatornost

Teorema

1. Prava: Nenula vektor a⃗ generi²e pravu koju odre�uje. Tako�e, za svaki vektor x⃗
paralelan sa vektorom a⃗ (tj. pravoj koju on odre�uje) postoji jedinstven α ∈ R
takav da je x⃗ = αa⃗.

2. U ravni: Nekolinearni vektori a⃗ i b⃗ generi²u ravan koju odre�uju. Tako�e, za svaki
vektor x⃗ paralelan sa tom ravni postoje jedinstveni α, β ∈ R takvi da je
x⃗ = αa⃗+ βb⃗.

3. U prostoru: Nekomplanarni vektori a⃗, b⃗ i c⃗ generi²u £itav prostor slobodnih
vektora. Tako�e, za svaki vektor x⃗ ∈ V postoje jedinstveni α, β, γ ∈ R takvi da je
x⃗ = αa⃗+ βb⃗ + γc⃗ .

Napomena

Svaka tri nekomplanarna vektora su linearno nezavisna i generi²u ceo prostor slobodnih
vektora. Skup takvih vektora ¢emo zvati baza vektorskog prostora.
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Skalarni proizvod. Projekcije
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Skalarni proizvod vektora i projekcija na pravac vektora

De�nicija (Skalarni proizvod)

Skalarni proizvod vektora je operacija · : V 2 → R koja je za svaka dva vektora a⃗ i b⃗
de�nisana sa

a⃗ · b⃗ = |a⃗||b⃗| cos∢(a⃗, b⃗)

gde moºemo uzeti da ∢(a⃗, b⃗) ∈ [0, π].

De�nicija (Projekcija na pravac vektora)

Funkcija koja predstavlja projekciju svih vektora na pravac
vektora a⃗, tj. pra⃗ : V → {αa⃗ |α ∈ R}, gde je a⃗ ̸= 0,
de�nisana je sa

pra⃗(x⃗) = |x⃗ | cos∢(x⃗ , a⃗) a⃗

|a⃗|
=

a⃗x⃗

|a⃗|
a⃗

|a⃗|

pra⃗(x⃗) je vektor inteziteta i smera odre�enih sa a⃗x⃗
|a⃗| i pravca a⃗

a⃗

x⃗

pra⃗(x⃗)

y⃗

pra⃗(y⃗)
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Veza izme�u projekcija i skalarnog proizvoda. Linearnost projekcije

De�nicija

Algebarska projekcija vektora x⃗ na pravac vektora a⃗ je broj x⃗ a⃗
|a⃗| .

Teorema
Ako je q⃗ jedni£ni vektor (ort) tada je projekcija na pravac vektora q⃗ data sa
prq⃗(x⃗) = (q⃗x⃗)q⃗ gde je algebarska projekcija data sa q⃗x⃗ , odakle je

|prq⃗(x⃗)| = ±q⃗x⃗ =

{
q⃗x⃗ , ∢(q⃗, x⃗) ∈ [0, π

2
]

−q⃗x⃗ , ∢(q⃗, x⃗) ∈ [π
2
, π]

Teorema
Neka je c⃗ ̸= 0. Tada za sve a⃗, b⃗ ∈ V i sve λ ∈ R vaºi

prc⃗(a⃗+ b⃗) = prc⃗(a⃗) + prc⃗(b⃗) i prc⃗(λa⃗) = λprc⃗(a⃗)

Napomena

Projekcije na pravac vektora zovu se projektori. Vrati¢emo se na njih kad budemo
radili linearne transformacije.
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Projekcije na ravan

Napomena

Projekcija vektora x⃗ na pravac vektora n⃗, tj. prn⃗(x⃗) =
n⃗x⃗
|n⃗|

n⃗
|n⃗| je normalan na x⃗ − prn⃗(x⃗).

Napomena

Ravan π odre�ena je jednom svojom ta£kom i jednim svojim
vektorom normale n⃗.

De�nicija (Projekcija na ravan)

Funkcija koja predstavlja projekciju svih vektora na ravan π,
tj. prπ : V → V , gde je π ⊥ n⃗, de�nisana je sa

prπ(x⃗) = x⃗ − prn⃗(x⃗) = x⃗ − n⃗x⃗

|n⃗|
n⃗

|n⃗|

n⃗

x⃗

prn⃗(x⃗)

prπ(x⃗)

π

Teorema
Projekcija na ravan je linearna transformacija: prπ(x⃗ + y⃗) = prπ(x⃗) + prπ(y⃗) i
prπ(λx⃗) = λprπ(x⃗).
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Re�ektori

De�nicija (Re�ektori)

Funkcija koja predstavlja re�eksiju svih vektora u odnosu na
vektor a⃗, tj. ref a⃗ : V → V , gde je a⃗ ̸= 0, de�nisana je sa

ref a⃗(x⃗) = x⃗ + 2(pra⃗(x⃗)− x⃗) = 2pra⃗(x⃗)− x⃗

a⃗

x⃗
pra⃗(x⃗)− x⃗

ref a⃗(x⃗)

Napomena

Re�ektori su tako�e linearne transfomacije:

ref a⃗(x⃗ + y⃗) = ref a⃗(x⃗) + ref a⃗(y⃗) i ref a⃗(λx⃗) = λref a⃗(x⃗)
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Osobine skalarnog proizvoda

Teorema
Za sve vektore a⃗, b⃗, c⃗ ∈ V i skalare α ∈ R vaºi

1. a⃗a⃗ = |a⃗|2;
2. a⃗b⃗ = b⃗a⃗;

3. a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a⃗b⃗ = 0;

4. α(a⃗b⃗) = (αa⃗)b⃗ = a⃗(αb⃗);

5. a⃗b⃗ = a⃗ · pra⃗(b⃗) = b⃗ · pr
b⃗
(a⃗);

6. a⃗(b⃗ + c⃗) = a⃗b⃗ + a⃗c⃗ .

Dokaz
Prvih pet tvr�enja slede direktno po de�niciji. �esti sledi iz

a⃗(b⃗ + c⃗) = a⃗ · pra⃗(b⃗ + c⃗) = a⃗ · (pra⃗(b⃗) + pra⃗(c⃗)) = a⃗ · pra⃗(b⃗) + a⃗ · pra⃗(c⃗) = a⃗b⃗ + a⃗c⃗
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�ta smo danas radili

• Slobodni vektori

• Sabiranje vektora

• Mnoºenje vektora i skalara

• Linearna kombinacija vektora, linearna nezavisnost, generatornost

• Skalarni proizvod i projekcije
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