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Na prethodnom casu
[ ]

Na prethodnom casu

® Rekacije ekvivalencije
® Klase ekvivalencije i faktor skup (particije)
e Skup Z,

® Relacije poretka (parcijalno uredeni skupovi)
® Haseov dijagram
® Najmanji, najveci, min i max elementi
® Supremum i infimum
® lanci i dobro uredeni skupovi
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Funkcije
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Funkcije

Definicija (Funkcije)
Funkcija je binarna relacija kod koje ne postoje dva uredena para takva da su im prve
komponente jednake a druge razlicite.

Napomena

Umesto (x,y) € f pisemo f(x) =y

Definicija

Ako je f funkcija tada se skup prvih komponenti

(originala) D(f) naziva domen, a skup drugih
komponenti A(f) skup slika (pise se jos i Im(f)).

Napomena
Druga definicija funkcije: f(x) # f(y) = x#y



Funkcije
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Restrikcija funkcije

Definicija (Restrikcija funkcije)
Ako je g C f tada se g naziva restrikcija funkcije f i piSe se g = fp(g).

Primer
1. Funkcija g = {(a,2), (b,3)} je restrikcija funkcije f = {(a,2), (b, 3),(c,4)} na
skupu {a, b}, tj.
o) = flany = &

2. Funkcija sinj_z =1(x) je restrikcija funkcije sin(x) na intervalu [~ 7, 7]



Funkcije
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Injektivnost

Definicija (Injektivna funkcija (1 — 1))
Za funkciju f kaZzemo da je injektivna (ili 1 — 1) ako ne sardzi dva uredena para kod
kojih su prve komponente razlicite, a druge jednake.

Napomena

Druga definicija injektivnosti:

f)=1Ffy) = x=vy \yl

Primer

Naci injektivne funkcije: )“> v
L i = {(a.1).(6:2).(2.3).(c. 1) /\
2. b ={(a1),(b,2),(c,1)}
3. 5={(a1),(b,2),(c,3)}
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Injektivnost

Definicija (Injektivna funkcija (1 — 1))
Za funkciju f kaZzemo da je injektivna (ili 1 — 1) ako ne sardzi dva uredena para kod
kojih su prve komponente razlicite, a druge jednake.

Napomena

Druga definicija injektivnosti:

f)=1Ffy) = x=vy \yl

Primer

Nadi injektivne funkcije: )“» v
L fi={(a1),(5,2),(3,3),(c,1)} L 7 \
2. h={(a,1),(b,2),(c,1)} L
3. ={(a,1),(b,2),(c,3)} T



Na prethodnom casu Funkcije Ponavljanje
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Funkcija skupa A u skup B. Sirjektivnost (na)

Definicija (Funkcija skupa A u skup B)

Kazemo da je f funkcija skupa A u skup B, u oznaci f : A — B, ako vazi:
1. f je funkcija
2. D(f)=A
3. A(f)C B

Primer ->
ZaA={x,y,z} i B={1,2,3}, jedna funkcija .

f:A—>Bjef:{(x,l),(y,l),(z,3)}

Definicija (Sirjektivnost (na))
Funkcija f : A — B je sirjektivna ako vazi
A(f) = B, i tada pisemo f : A "% B.
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Bijekcija
Napomena
Ako je funkcija f : A — B injektivna, onda pisemo f : A RNy

Definicija (Bijekcija)
Ako je funkcija f : A — B injektivna i sirjektivna, tada kazemo da je f bijekcija i
pisemo f : A LNy

Primer
Za A= {x,y,z} i B=1{1,2,3}, jedna bijekcija f : A— B je f = {(x,2),(y,1),(z,3)}

Napomena
Bijekcije se jos zovu permutacije i uzajamno jednoznacana preslikavanja



Funkcije
000000e000

Vezbanje

Primer
Dati su skupovi A= {1,2,3,4} i B ={a, b, c}, binarne relacije i tabela. Popuniti
tabelu sa DA i NE.

A ={(1,a),(2,b)} s ={(1,¢),(2,¢),(3,b),(4,b)}

o ={(1,2),(2,b),(3,¢), (4, a),(2,a)} fa = {(1,¢),(2,b),(3,b),(4,a)}

fjefunkcija |1—1 | f:A=>B|f:AB|f. AL B f,-:A%B
fi
f
f3

fa




Funkcije
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Vezbanje

Primer
Dati su skupovi A= {1,2,3,4} i B ={a, b, c}, binarne relacije i tabela. Popuniti
tabelu sa DA i NE.

A ={(1,a),(2,b)} s ={(1,¢),(2,¢),(3,b),(4,b)}
b =1{(1,a),(2,b),(3,¢),(4,a),(2,a)} fa={(1,¢),(2,b),(3,b),(4,a)}
fjefunkcija |1—1|f:A=B|f:AB|f.AXLB| . ALLB
na
f DA DA NE NE NE NE
f>
f3

fa
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Vezbanje

Primer
Dati su skupovi A= {1,2,3,4} i B ={a, b, c}, binarne relacije i tabela. Popuniti
tabelu sa DA i NE.

A ={(1,a),(2,b)} s ={(1,¢),(2,¢),(3,b),(4,b)}
b =1{(1,a),(2,b),(3,¢),(4,a),(2,a)} fa={(1,¢),(2,b),(3,b),(4,a)}
fjefunkcija |1—1|f:A=B|f:AB|f.AXLB| . ALLB
na
f DA DA NE NE NE NE
f NE NE NE NE NE NE

f3

fa
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Vezbanje

Primer

Dati su skupovi A= {1,2,3,4} i B ={a, b, c}, binarne relacije i tabela. Popuniti
tabelu sa DA i NE.

f={(1,a),(2,b)} fs = {(1,¢),(2,¢),(3,b),(4,b)}
fp = {(17 a),(2,b),(3,¢),(4,a), (2, a)} fa = {(1? c),(2,b),(3,b), (4, a)}
fjefunkcija |1—1|f:A=B|f:AB|f.AXLB| . ALLB
na
f DA DA NE NE NE NE
f NE NE NE NE NE NE
f3 DA NE DA NE NE NE
fa
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Vezbanje

Primer
Dati su skupovi A= {1,2,3,4} i B ={a, b, c}, binarne relacije i tabela. Popuniti
tabelu sa DA i NE.

f={(1,a),(2,b)} fs = {(1,¢),(2,¢),(3,b),(4,b)}
fp = {(17 a),(2,b),(3,¢),(4,a), (2, a)} fa = {(1? c),(2,b),(3,b), (4, a)}
fjefunkcija |1—1|f:A=B|f:AB|f.AXLB| . ALLB
na
f DA DA NE NE NE NE
f NE NE NE NE NE NE
f3 DA NE DA NE NE NE
fa DA NE DA DA NE NE
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Broj elemenata skupa
Napomena
o Akoje A={1,2,3,4} i B={a,b,c}, dali postoji f : A *=% B i da li postoji
g:B5 A?
® Dalije f :N — N data sa f(n) = 2n injektivna?
Definicija
Ako postoji bijekcija f : A 171, B onda kazemo da A i B imaju isti broj elemenata i
na
pisemo |A| = |B| i Card(A) = Card(B).
Teorema
® 73 konacan skup A postoji bijekcija f : A -, {1,2,...,n} i tada piSemo |A| = n.
na
® Skup je beskonacan ako se moze injektivno preslikati u svoj pravi podskup.
e Skup A sa istim brojem elemenata kao N zove se prebrojiv, i pisemo |A| = Rg

® Skup A sa istim brojem elemenata kao R zove se neprebrojiv, i pisemo |A| = ¢
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Konacni skupovi sa istim brojem elemenata

Teorema
Neka su A i B konacni skupovi i neka je |A| = |B|. Tada vazizaf:A — B:
® ako je f injektivna onda mora biti i sirjektivna

Napomena
Ovo neéemo dokazivati.
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Jos jedan nacin zapisa funkcija (i relacija)

Napomena

Binarnu relaciju f = {(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn)} moZemo zapisati na sledeci nacin
fo (@ @ a2 )
by by b3 --- by
Iz ovog zapisa mozemo lak3e uociti neke osobine od f:

® f je funkcija akko su svaka dva elementa u prvoj vrsti razlicita

® f je funkcija iz skupa A u skup B akko je f funkcija, {a1,az,...,an} = A
{b17b27"'7bn} - B

® f je injektivna funkcija akko su i u drugoj vrsti svaka dva elementa razli¢ita
® f je sirjektivna funkcija iz skupa A u skup B akko je i B = {b1, b, ..., bn}
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Inverzna funkcija i kompozicija



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija

Primer
Setimo se inverzne binarne relacije. Za sledece funkcije odredi inverzne binarne relacije:

1. f={(1,a),(2,b)}
2. g ={(1,a),(2,b),(3,b)}



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija

Primer
Setimo se inverzne binarne relacije. Za sledece funkcije odredi inverzne binarne relacije:

L f={(1,2),(2.b)} = {(a,1).(b,2)}
2. g ={(1,a),(2,b),(3,b)} g1 ={(a,1),(h,2),(b,3)}
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Inverzna funkcija

Primer

Setimo se inverzne binarne relacije. Za sledece funkcije odredi inverzne binarne relacije:
1. f = {(1;3)7(27b)} f_l = {(a,l),(b,Q)}
2. 8= {(1; 3)7 (27 b)7 (37 b)} g_l = {(a’ 1)’ (b’ 2)’ (b’ 3)}

Teorema

Neka je f funkcija. Inverzna relacija f=* je funkcija (i tada se zove inverzna funkcija)
akko je f injektivna. Dalje, ako je f : A — A bijekcija tada je i f~' : A — A bijekcija.

Dokaz
f je injektivna akko (Vx,z € D(f))(Vy € A(f))((x,y) € f A(z,y) € f) = x =z. Ovo
Jje ekvivalentno sa

(Vy e D(F ) (vx,ze A(F))((y,x) e fF P A(y,2) ef H=>x=2

gde zapravo pise da je f~1 funkcija.
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1. f= {(1,2),(2,3),(3,4)}

12 3
2'f2_<2 3 1)

i ={(x,2x+1) | x e R}

f = {(x %) | x € R}

fs = {(x,x?)| x € R* U {0}}
o ={(x,e¥)|x € R}

o s w



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1. A= {(L 2)7 (2, 3)7 (3’4)} f'l_1 = {(27 1)’ (37 2)7 (47 3)}

12 3
2'f2_<2 3 1)

i ={(x,2x+1) | x e R}

f = {(x %) | x € R}

fs = {(x,x?)| x € R* U {0}}
o ={(x,e¥)|x € R}

o s w



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1A =4{(1,2),(2,3),(3,4)} f'l_1 ={(2,1),(3

(123 o
N -

i ={(x,2x+1) | x e R}

f = {(x %) | x € R}

fs = {(x,x?)| x € R* U {0}}
o ={(x,e¥)|x € R}

o s w



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1L A= {(1a2)7(2’3)>(374)} fl_1 = {(2> 1)7 (3?2)7 (47 3)}
2 6=(331) 5=}

3. ={(x,2x+1)|x € R} it ={(x,%5)

4. f = {(x,x?)| x € R}

5. fs = {(x,x?) | x € RT U{0}}

6. f; — {(x,e")| x € R}

f3_1:{(2x+1,x)\x€R}:{(t,tg—l)\tER}
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

LA =1{(1,2),(23),34)}
2a-(121)

3. h={(x,2x+1)|x € R}
4. f = {(x,x?)| x € R}

5. fs = {(x,x?)|x € RT U {0}}
6. fo = {(x,€¥)|x € R}

fa(1) = fa(=1)

i kompozicija

f-li1 = {(27 1)a (372)’ (4" 3)}
_ 1 2 3
f21:<3 1 2>

7= {(x, %5%) | x € R}
ne postoji, f4 nije 1 —1
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1A =4{(1,2),(2,3),(3,4)} fl_1 ={(2,1),(3,2),(4,3)}
ci-(217) o(323)
3. i ={(x,2x + 1) |x € R} 1 ={(x,*3t)|x e R}
4. f = {(x,x?)| x € R} ne postoji, fa nije 1 —1
5. fs = {(x.x*) | x e R* U{0}} fit ={(x vx)|x e RT U{0}}
6. fo = {(x,€")|x € R}

fit = {03 x)[x e RTU{0}} = {(t, V1) [t e R* U{0}}



Inverzna funkcija i kompozicija
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Inverzna funkcija: primeri

Za sledece funkcije odrediti inverzne funkcije (ako postoje):

1. A ={(1,2),(2,3),(3,4)} fl_1 ={(2,1),(3,2),(4,3)}
ce-(120) o(177)
3. i ={(x,2x + 1) |x € R} 1 ={(x,*3t)|x e R}
4. f = {(x,x?)| x € R} ne postoji, fa nije 1 —1
5. fs = {(x,x*) [ x e R* U{0}} fit = {(x.vx)[x e RT U{0}}
6. fo = {(x,e")|x € R} fi = {(x,Inx)|x € R}

£1 = {(eX,x)|x €R} = {(t,Int)|t € R*}



Inverzna funkcija i kompozicija Ponavljanje
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Funkcije
000e000

Na prethodnom casu cije
Kompozicija funkcija

Definicija (Kompozicija funkcija)
Neka su A, B i C neprazni skupoviif : A— B ig: B — C funkcije. Tada je i
gof:A— C takode funkcija definisana sa

(Vx € A)(g o f)(x) = g(f(x))
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Kompozicija funkcija: osobine

Teorema
Neka je A # 0 i funkcije f,g,h: A— A. Tada vazi (fog)oh="fo(goh), tj. vazi
asocijativnost.

Dokaz
Po definiciji kompozicije za x € D(h) imamo

((Fog)oh)(x) = (fog)(h(x)) = f(g(h(x))) = f((goh)(x)) = (fo(goh))(x)
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Kompozicija funkcija: osobine

Teorema
Neka je A # 0 i funkcije f,g,h: A— A. Tada vazi (fog)oh="fo(goh), tj. vazi
asocijativnost.

Dokaz

Po definiciji kompozicije za x € D(h) imamo

((Fog)oh)(x)=(fog)(h(x)) =f(g(h(x)) = f((goh)(x) = (fo(goh))(x)
Teorema

Neka je A # () i funkcije f,g : A — A. Tada vazi

1. ako su f i g injektivne tada je i f o g injektivna;
2. ako su f i g sirjektivne tada je i f o g sirjektivna.
Dokaz

1. Treba pokazati (f o g)(x) = (fog)(y) = x = y. Posto je f injektivna, iz
f(g(x)) = f(g(y)) sledi g(x) = g(y). a odavde iz injektivnosti g sledi x = y.
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Kompozicija funkcija: primeri

. . 1 2 3. 1 23
NekaJeA—{1,2,3}|z‘,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—<3 1

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof)tiflog

(123) fog:<123> (gof)_1:(123>
g1:<123> gof:<123> f10g1:<123>
fof:<1 2 3)

f_l



Inverzna funkcija i kompozicija
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Kompozicija funkcija: primeri

. . 1 2 3. 1 23
NekaJeA—{1,2,3}|z‘,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—<3 1

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof)tiflog

(1) e (170) ()
g1:<123> gof:<123> f10g1:<123>
fof:<123>



Inverzna funkcija i kompozicija
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Kompozicija funkcija: primeri

Neka je A={1,2,3}if,g: A— Azadatesa f = <1 2 3>

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof)tiflog

2

N W N =

;)
!)
’)

21 3

g =(123) e

gof:(l 2 3> fflogfl

g
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Kompozicija funkcija: primeri

. . 1 2 3. 1 2
NekaJeA—{1,2,3}|z‘,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—<3 1

Odrediti (ako je mogucée): f~%, g=! fof, fog, gof, (gof)™tiflog!

22) fog:<123> (gof)_1:(123>
i) gof:<123> f10g1:<123>
;)

NN WN =
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Kompozicija funkcija: primeri

. . 1 2 3. 1 23
NekaJeA—{1,2,3}|z‘,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—<3 1

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof)tiflog

3) een(31) wor-(12)
i) gof:<123> f10g1:<123>
;)

NN WN =
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Kompozicija funkcija: primeri

. . 1 2 3. 1 2
NekaJeA—{1,2,3}|z‘,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—<3 1

Odrediti (ako je mogucée): f~%, g=! fof, fog, gof, (gof)™tiflog!

1) ee(311) wr()
D (1) ()
)

== W

NN WN =
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Kompozicija funkcija: primeri

NekajeA:{1,2,3}if,g:A—>Azadatesaf:<; f i)ig:(é 2 3>.

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof)tiflog

22) fog:( gf) (gof)‘1=<
) ern(i31) e
)

—_
N

== W

NN WN =
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Kompozicija funkcija: primeri

_ _ 1 2 3. 1 23
NekaJeA_{1,2,3}|f,g.A—>Azadatesaf—<2 1 3>|g—(3 1 2).

Odrediti (ako je moguce): f~1, g7t fof, fog, gof, (gof) ™t iflog™

A(312) ee(311) e

- 2
3 2 3
-1 _ _ —1 —1
et=(231) eer=(133) reet=(
3
3

1
fof = ( 1
Generalno, f o g # g o f, tj. ne vazi komutativnost kompozicije.

N e
Il

e

N W N W

1
2
1
2

w N Wi

NN WN =

Napomena



Inverzna funkcija i kompozicija
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|denticka, inverzna funkcija i kompozicija
Definicija (Identicka funkcija)
Neka je A # 0. Funkcija iy : A — A definisana sa (Vx € A) ig(x) = x, se naziva
identicka funkcija skupa A. Primetimo da je iy bijekcija i da je foiy=igof =Tf.
Lema
Neka je A£ D, f,g: A LA iq identicka funkcija skupa A. Tada vazifog =y
na
akko g = f~! (i takode f = g71).
Dokaz

Imamo g = f~! akko (Vx € A) iz f(x) = y sledi g(y) = x. Kako su f i g bijekcije, ovo
je ekvivalentno sa (Vy € A)(fog)(y)=y.

Lema
Neka je A£0D, f,g: A Ny iy identicka funkcija skupa A. Tada je

(fog) =g lof!



Inverzna funkcija i kompozicija
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|denticka, inverzna funkcija i kompozicija
Definicija (Identicka funkcija)

Neka je A # 0. Funkcija iy : A — A definisana sa (Vx € A) ig(x) = x, se naziva
identi¢ka funkcija skupa A. Primetimo da je iy bijekcija i dajefoig=igof ="f.

Lema
Neka je A0, f,g: A RNy iy identicka funkcija skupa A. Tada vazifog =iy
na

akko g = f~! (i takode f = g71).

Lema
Neka je A+ D, f, g : A% A iy identicka funkcija skupa A. Tada je
na

(fog)*1 :gil of!
Dokaz
(fog)o(giloffl) :fo(gogfl)off1 :foidoff1 —fofl =y



Sta smo danas radili

Funkcije i funkcije skupa A u skup B
Injektivnost i sirjektivnost

Bijekcija

Inverzna funkcija

Kompozicija funkcija

Ponavljanje
[ ]
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