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Na prethodnom £asu Skup slika i kompozicija Kombinatorika na funkcijama Ponavljanje

Na prethodnom £asu

• Funkcije i funkcije skupa A u skup B

• Injektivnost i sirjektivnost

• Bijekcija

• Inverzna funkcija

• Kompozicija funkcija



Na prethodnom £asu Skup slika i kompozicija Kombinatorika na funkcijama Ponavljanje

Skup slika i kompozicija
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Primeri

Za slede¢e realne funkcije na¢i domen i skup slika (i prokomentarisati 1− 1 i na)

1. f (x) = −x

D(f ) = R, f (R) = R

2. g(x) = ln x

D(g) = R+, g(R+) = R

3. h(x) = x2 + 1

D(h) = R, h(R) = [1,∞)
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Primeri: nastavak

Za funkciju i(x) = − ln(x2 + 1) na¢i domen i skup slika (i prokomentarisati 1− 1 i na)

Primetimo D(i) = R, jer je x2 + 1 > 0, za sve x ∈ R i

i(x) =
(
f ◦ g ◦ h

)
(x) = f

(
g
(
h(x)

))
Dakle, i(R) = (−∞, 0]
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Kombinatorika na funkcijama
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Broj svih funkcija skupa A u skup B

Za skupove sa slike desno imamo da za svaki

element iz A postoje dve mogu¢nosti za sliku u B , tj.

|{f | f : A → B}| = 2 · 2 · 2 = 23

Neka je |A| = k i |B| = n.
Broj svih funkcija skupa A u skup B je

|{f | f : A → B}| = nk

(broj varijacija sa ponavljanjem)
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Primer: za |A| = 3 i |B| = 2
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Broj svih injektivnih funkcija skupa A u skup B
Za skupove sa slike desno imamo: slike elemenata iz

A moraju da se razlikuju, pa nam treba bar tri

elementa u B , tj.

|{f | f : A
1−1−−→ B}| = 0

Me�utim, |{f | f : B
1−1−−→ A}| = 3 · 2

Neka je |A| = k , |B| = n i k ≤ n.
Broj svih injektivnih funkcija skupa A u skup B je

|{f | f : A
1−1−−→ B}| = n · (n − 1) · . . . · (n − (k − 1))

(broj varijacija bez ponavljanja)

A B
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x

y

Primer: za |A| = 3 i |B| = 2
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Broj svih bijektivnih funkcija skupa A u skup B
Za skupove sa slike desno imamo isto kao kod

injektivnosti

|{f | f : A
1−1−−→
na

B}| = 0

A tako�e i |{f | f : B
1−1−−→
na

A}| = 0

Neka je |A| = k , |B| = n i k = n.
Broj svih bijektivnih funkcija skupa A u skup B je

|{f | f : A
1−1−−→
na

B}| = n · (n − 1) · . . . · 1 = n!

(broj permutacija bez ponavljanja)
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Primer: za |A| = 3 i |B| = 2
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Broj sirjektivnih funkcija skupa A u skup B
Za skupove sa slike desno imamo: sve funkcije iz A
u B su sirjektivne, sem kada se 1, 2, 3 svi slikaju u x
ili u y

|{f | f : A
na−→ B}| = 23 − 2

Me�utim, |{f | f : B
na−→ A}| = 0

Neka je |A| = k , |B| = n i k ≥ n.
Broj svih sirjektivnih funkcija skupa A u skup B je

|{f | f : A
na−→ B}| = (−1)k

k∑
i=1

(−1)i
(
k

i

)
in

(ovu formulu ne morate u£iti)
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Primer: za |A| = 3 i |B| = 2
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Primeri

Neka su A = {1, 2, 3} i B = {x , y}. tada je∣∣{f |f : A → B}
∣∣ =

23 = 8

∣∣{f |f : A
na−→ B}

∣∣ =

23 − 2 = 6

∣∣{f |f : B
1−1−−→ A}

∣∣ =

3 · 2 = 6

∣∣{f |f : A → A}
∣∣ =

33 = 27

∣∣{f |f : A
na−→ A}

∣∣ =

3! = 6

∣∣{f |f : B → B}
∣∣ =

22 = 4

∣∣{f |f : B
na−→ B}

∣∣ =

2

∣∣{f |f : A
1−1−−→ B}

∣∣ =

0

∣∣{f |f : B → A}
∣∣ =

32 = 9

∣∣{f |f : B
na−→ A}

∣∣ =

0

∣∣{f |f : A
1−1−−→ A}

∣∣ =

3! = 6

∣∣{f |f : A
1−1−−→
na

A}
∣∣ =

3! = 6

∣∣{f |f : B
1−1−−→ B}

∣∣ =

2

∣∣{f |f : B
1−1−−→
na
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Na prethodnom £asu Skup slika i kompozicija Kombinatorika na funkcijama Ponavljanje

Rastu¢e funkcije

De�nicija (Rastu¢e funkcije)

Neka su (A,≤) i (B,≤) totalno ure�eni skupovi (lanci). Funkcija f : A → B se zove

rastu¢a, i ozna£ava sa f↗, akko za sve x i y iz skupa A vaºi

x < y ⇒ f (x) < f (y)

Primer
Napi²i sve funkcije f : A → B takve da je f↗, gde su A = {1, 2} i B = {1, 2, 3, 4}

f1 =

(
12

12

)
f2 =

(
12

13

)
f3 =

(
12

14

)
f4 =

(
12

23

)
f5 =

(
12

24

)
f6 =

(
12

34

)
Napomena

Funkcija je odre�ena jednim dvo£lanim podskupom od B
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Na prethodnom £asu Skup slika i kompozicija Kombinatorika na funkcijama Ponavljanje

Broj rastu¢ih funkcija

Broj svih rastu¢ih funkcija skupa A u skup B , ako su A i B lanci, |A| = k , |B| = n i

k ≤ n, jednak je broju k-to£lanih podskupova n-to£lanog skupa

|{f | f : A → B ∧ f↗}| = n · (n − 1) · . . . · (n − (k − 1))

k!
=

n!

k!(n − k)!
=

(
n

k

)
Dokaz: Isto kao kod injektivnih funkcija biramo slike za svih k elemenata iz A, ali sada nam njihov redosled nije

bitan pa zato delimo sa k!.

(broj kombinacija bez ponavljanja)
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Neopadaju¢e funkcije

De�nicija (Neopadaju¢e funkcije)

Neka su (A,≤) i (B,≤) totalno ure�eni skupovi (lanci). Funkcija f : A → B se zove

neopadaju¢a, i ozna£ava sa f↗, akko za sve x i y iz skupa A vaºi

x < y ⇒ f (x) ≤ f (y)

Primer
Napi²i sve funkcije f : A → B takve da je f↗, gde su A = {1, 2} i B = {1, 2, 3}
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f3 =
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13
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f4 =

(
12
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)
f5 =

(
12

23

)
f6 =

(
12

33

)
Napomena

Funkcija je odre�ena jednim dvo£lanim podskupom od B , ali se elementi mogu

ponavljati
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Broj neopadaju¢ih funkcija

Broj svih neopadaju¢ih funkcija skupa A u skup B , ako su A i B lanci, |A| = k i

|B| = n, jednak je broju k-to£lanih podskupova n-to£lanog skupa, gde se elementi

mogu ponavljati

|{f | f : A → B ∧ f↗}| = (n + k − 1)!

k!(n − 1)!
=

(
n + k − 1

k

)
Dokaz: Po²to od n elemenata treba da izaberemo k, pri £emu se elementi mogu ponavljati, svaki ovakav izbor

moºemo posmatrati kao niz od n zvezdica ⋆ i k − 1 pregrada |: sve kuglice levo od prve pregrade predstavljaju

koliko puta je izabran prvi element, kuglice izme�u prve i druge pregrade koliko puta je izabran drugi element,

itd. Npr. za funkcije sa prethodnog slajda imamo f1 = ⋆ ⋆ ||, f2 = ⋆| ⋆ |, f3 = ⋆||⋆, f4 = | ⋆ ⋆|, f5 = | ⋆ |⋆,
f6 = || ⋆ ⋆. Dakle, sada je broj koji se traºi zapravo broj permutacija n+ k − 1 elemenata, pri £emu je n jednakih

zvezdica i k − 1 jednakih pregrada.

(broj kombinacija sa ponavljanjem)
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Primeri
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4
3

)
= 4
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�ta smo danas radili

• Skup slika i kompozicija

• Prebrajanje funkcija
• Proizvoljne
• Injektivne
• Bijektivne
• Sirjektivne
• Rastu¢e
• Neopadaju¢e
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