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Zasto logika interpretabilnosti?

Generalizacija Godelovih teorema nepotpunosti (Lobov teorem):
Modalni pristup predikatu dokazivosti ((0) — GL:=K4+Lob
Tek 1976. Solovay dokazuje da je GL doista logika dokazivosti PA.

Sto je sa usporedivanjem teorija po snazi (interpretabilnost)?
Modalni pristup (>) — IL:=GL+,, principi interpretabilnosti”
Razna prosirenja su logike interpretabilnosti raznih poznatih teorija.
Berarducci, 1990: PA — ILM. Visser, 1988: NBG — ILP.

GIL (zajednitka svim ,razumnim"” teorijama) se jo¥ uvijek traZi.



GL (zatvoreni fragment)

sintaksa

Formula: Fo®t = 1 | Fo® — Fo®l | OFo¢t
Ostalo su pokrate:
A=A L AAB = ~(A— —B)
T <= -1 AVB «— -A— B
OA = -0-A A B (A B)A(B— A)

Aksiomi: (— desno asocijativan)
(PT) sve propozicionalne tautologije
(K) O(A— B) - 0OA— OB
(4) DA — OOA
(Lsb) O(DA — A) — DA

A A— B

A
Pravila izvoda: (MP) (Gen) —



Logika interpretabilnosti (zatvoreni fragment)

sintaksa

Formula: Fo::= 1| Fo— Fo | For> Fo
U IL, [J je pokrata: JA :<—= —A> L; sve ostalo kao u GL

Novi aksiomi: (> veZe jale od logitkih veznika)
(J1) O(A—B)—- A>B

(J2) AbB—-Bp>rC—A>C

(J3) AbC—-Br>C—(AVvB)>C

(J4) A>B— 0A— OB

(J5) OA>A



Veltmanovi okviri
semantika
Mm = (W’ R,S), gdie je S = (SW)WGW:
W': neprazan skup, Cije elemente zovemo svjetovi
R: tranzitivna relacija na W, takva da je R~! dobro utemeljena
Wiw] :={ue W : wR u} — skup R-sljedbenika od w
Sw: tranzitivna refleksivna relacija na W{[w], prosiruje restrikciju
od R na W[w] (odnosno, w R u R v povlati u S, v)
IF: C W x Fo, definirana induktivno:
> wlf L
» wiFF — Gznati: wlf FiliwlFG
» wlF F > G znati: kad god je W[w] > v I F,
tada postoji u I G takav da je v S, u.

GL okvir: (W, R)
Kao sto se [1 moZze izraziti pomocu > u IL, tako se i R moZze
izraziti pomoc¢u S u Veltmanovim okvirima:

URv<—vS,v



Dubina svijeta i trag formule

Funkcija koja svjetovima pridruZuje ordinale, induktivno po R™1:

p(w) = sup p(v)" = p[W[w]]

wRv

Trag u (zatvorenom fragmentu) GL: podskup od N, takav da je
(kona&na) dubina od w element traga od ¢ akko w I .
Direktna posljedica: svjetovi iste dubine su modalno ekvivalentni.

To u IL ne vrijedi:
2IF T> 0T

2 T 0T

Kako se spasiti?



IL sheme

Jedno rjedenje: trovaljana logika. p(w) € tr(y) moZze biti istina,
laz, ili ,ne znamo".

Kad ve¢ imamo ,,trovaljanu logiku”, moZemo generalizirati IL
formule.

Sh:= 1| |Sh— Sh|Sh> Sh

(* predstavlja nepoznate dijelove formule)

Instanca sheme: svaka pojava simbola * zamijeni se nekom
(ne nuzno istom) IL formulom.



Generalizirani trag

Preslikavanje Tr : Sh — {—1,0, 1}, definirano induktivno:
» Tr(L) :=(-1,-1,-1,...)
» Tr(%) :=(0,0,0,...)
> Tr(F — G)p = max{—Tr(F),, Tr(G)s}
1, m(F)> min{n,M(G)}
> Tr(F> G)p:i=14 -1, M(F)<n<m(G)
0, inace
uz oznake za F (i analogno za G):

m(F):=_min n M(F):= _min n
Tr(F)a#—1 Tr(F)s=1



Preciznost generaliziranog traga

. Biti precizniji”: refleksivni parcijalni uredaj na {—1,0,1}":
(an)n = (bn)n <= Vn(b, € {a,,0})

Najmanji element: Tr(x) = (0,0,...).
Maksimalne elemente zovemo determinirani nizovi
— to su oni koji ne poprimaju vrijednost 0.

»Preciznija shema”: shema s preciznijim tragom.
»Determinirana shema”: shema s determiniranim tragom.

m = M na determiniranim shemama.

Ako F > G, tada 0 < m(G) < m(F) < M(F) < M(G) < .

Korolar
Shema je manje precizna od svoje instance.



Rezultati o generaliziranom tragu

Lema (o slici traga — M. Doko)

Svaki generalizirani trag je konstantan polevsi od nekog indeksa.
Sve praslike svakog traga su konacni ili kofinitni podskupovi od N.

Lema (o istinitosti)

Neka je 9 = (W, R, S) proizvoljan Veltmanov okvir,
w € W svijet u njemu dubine p(w) = n € N,
te F proizvoljna IL shema, i ¢ njena instanca. Tada:

> ako je Tr(F), =1, tada M, w |- ¢
> ako je Tr(F), = —1, tada M, w I ¢

Direktnim ra¢unanjem lako se dokaze:
Tr(=F)p := —Tr(F)n

Tr(F ) G)n = T{Tr(F)n, Tr(G)n}

min



Eliminacija > pomocu generaliziranog traga

Korolar (o tragu)

Ako su F i G dvije IL formule s istim determiniranim tragom, tada
ILFF < G.

GL je podteorija od IL: sve njene formule su formule od IL
(uz O kao pokratu), a svi njeni aksiomi su teoremi od IL.

Ako je ¢ GL formula, Tr(p) =1 =2+ X¢r()-

Teorem (o eliminaciji >)

Ako je F determinirana IL shema, tada su sve njene instance
IL-dokazivo ekvivalentne GL formuli &iji je GL-trag Tr(F)~1[{—1}].

Koja je to GL formula? — M. Doko



Primjene teorema o eliminaciji >

afirmativne, negativne i prijelazne sheme

Afirmativna shema: A = Ag := x> *.

Negativna shema: N > Ny := —Ag.

Prijelazna shema: X = Xo := —=(Ao > No).
Tr(A) = Tr(4g) = (1,0,0,0,...)
Tr(N) = Tr(No) = (—1,0,0,0,...)
Tr(X) = Tr(Xo) = (~1,1,0,0,0,...)

Svaka IL formula je ili afirmativna ili negativna.
Negacija mijenja klasu formule: afirmativna«<negativna.



Primjene teorema o eliminaciji >

5 osnovnih normalnih formi

Za IL shemu F i GL formulu ¢, F <= ¢ znali da je svaka
instanca od F (lokalno) ekvivalentna ¢ (shvaéena kao IL formula).

Teorem
Neka je A afirmativna, N negativna, te X prijelazna shema.

1> *x <= T
* > A <= T
Ap> 1 «— [OL
Np X <— T
X> 1l << 0O0L

Dokaz.
Ra¢un u C4++u; — M. Doko O



Lokalna i globalna ekvivalencija

Dosad smo radili s lokalnom ekvivalencijom, ali postoji i pojam
globalne ekvivalencije.
Definicija
Neka su ¢ i 9 dvije zatvorene IL formule.
» Kazemo da su ¢ i ¢ lokalno ekvivalentne, i piSemo ¢ < 1,

ako za svaki Veltmanov okvir 9T i za svaki svijet w u 90,
vrijedi M, w I ¢ ako i samo ako M, w IF 2.

» KaZemo da su ¢ i ¢ globalno ekvivalentne, i piSemo ¢ £ Y,
ako za svaki Veltmanov okvir 91 vrijedi M I+ ¢ ako i samo
ako M I .

Globalna ekvivalencija je slabija.
Lokalna ekvivalencija ima svojstvo supstitucije, globalna nema.
Normalne forme za GL su globalno ekvivalentne svojim formulama.



Teorem o generalizaciji

jos 3 normalne forme
Teorem
%) £ 1 ako i samo ako Uy < [y,
Ideja dokaza.

= Fiksiramo w i konstruiramo novi model nad W{w].

< Dodamo novi svijet w ,,ispod” ¢itavog modela. O

Teorem
Neka je A afirmativna, N negativna, te X prijelazna IL shema.
Vrijede sljedece globalne ekvivalencije:

N<£Es 1 A Ne X <& DL
Dokaz.

Primjenom teorema o generalizaciji, i racunom — M. Doko L]



Najjednostavnija formula iz koje > nije eliminabilan

kako smo je nasli? — M. Doko
X =1T>0T —-0OL :(L(;) L)D((L(§)L)>i_¢)_>(¢(;)L)M
Intuitivno, 9 I+ x kaZe da svaki neterminalni svijet w u 9t ima
R-sljedbenika €iji su svi Sy,-sljedbenici terminalni.

Teorem
Ne postoji GL formula ¢ takva da je x £ ®.

Dokaz slikom.

50) Vidimo M Iy, ali M’ I x.
(0" Pretpostavimo suprotno. Tada
M o, ali M .
No 2t i 9 imaju isti GL okuvir,
s kojim se moraju slagati na GL
formulama: 9T IF @ i N IF ¢,
$to je kontradikcija. Ol




Koliko je dobar generalizirani trag?

brojanje IL formula

IL sheme Cesto nisu determinirane. No $to je s IL formulama? Na
koliki dio njih se moZe primijeniti teorem o eliminaciji &>,
eventualno nakon primjene teorema o generalizaciji?

Sto uopce znati , koliki dio”? IL formula ima beskona&no mnogo.
No moZemo ih stratificirati po sloZenosti (broju simbola — i ).

Oznatimo sa #, broj IL formula sloZenosti n. Imamo rekurziju

#o=1,  H#u1=2) #tnk

k=0

Cije je rjeSenje (eksponencijalno uvecani Catalanovi brojevi)

2" (2n
#"n—i-l(n)'




Koliko je dobar generalizirani trag?

asimptotski udio

Asimptotski udio formula sa svojstvom P je limes (ako postoji)

broj formula sloZenosti n sa svojstvom P

P) :=lim
H(P) n broj svih formula sloZenosti n (= #,)
Dakle, u(P) je priblizna vjerojatnost da slu€ajno odabrana IL
formula dovoljno velike sloZenosti ima svojstvo P.

Primjer
Asimptotski udio afirmativnih formula je

3

1+
p(afirmativne) = Tm ~ 86.38%,

§to se moZe dobiti na sljedeéi nacin:
gramatika — rekurzija — funkcija izvodnica — asimptotski udio



Koliko je dobar generalizirani trag?

determinirane i normalne formule
Prisjetimo se, IL formula je determinirana ako joj je trag
determiniran, odnosno ako je lokalno ekvivalentna nekoj GL
formuli.
Za IL formulu kaZzemo da je normalna ako joj je generalizacija
determinirana, odnosno ako je globalno ekvivalentna nekoj GL
formuli (dakle booleovskoj kombinaciji formula oblika (1" _1).
Brojanjem formula iz gornjih ekvivalencija (5+3) dobije se:

Teorem (V. Cati¢, V. Kovat)

- \V/4679y/17 — 2519

determinirane) > ~ 90%
i ) 8v/323
55 45 8 . / —2519+4679/17
p(normalne) > % — Vi t+t5V —3m

—242/1 1542174510731
+’g‘§\/3877 7+8\8/9955 TH51073VIT . g4 990



Sto dalje?

» Normalne forme za djeli¢ zatvorenog fragmenta IL koji nije u
GL (asimptotski, manje od 6%; empirijski, manje od 2%)
» Egzaktne vrijednosti za p(determinirane) i p(normalne), ili

~ [ - lokalno :
¢ak p(one koje imaju ;1 no €kvivalentnu GL formulu)

» Nepostojanje normalnih formi za Prop # () (po analogiji sa
Solovayevim rezultatom za GL)

» Jesu li navedene (5 lokalnih i 3 globalne) ekvivalencije
esencijalno jedini slu¢ajevi gdje se > moze eliminirati u IL?

» Univerzalno rjeSenje problema , zavisnosti” razli¢itih
potformula formule &iji generalizirani trag raunamo

» U kojim sve proSirenjima od IL je > eliminabilan u zatvorenom
fragmentu, i moZe li se to dobiti generaliziranim tragom?

» Jednostavni strukturalni kriterij za modalnu ekvivalenciju
svjetova (ono 3to je dubina za GL okvire)



