VEKTORI
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Vektori u prostoru

U matematici, fizici i drugim prirodnim i tehni¢kim naukama radi se
sa dve vrste veli¢ina. Veli¢ine koje su u potpunosti odredene samo
svojom brojnom vredno$¢u nazivaju se skalarne veli¢ine, krace skalari.
Primeri skalarnih veli¢ina su temperatura, visina i teZina. Skalarne
veli¢ine mogu biti pozitivne, negativne ili jednake nuli.

Za poznavanje veli¢ina kao $to su brzina, sila i ja¢ina pored njihove
skalarne veli¢ine potrebno je poznavati jo$ i njihov pravac i smer.

Takve veli¢ine nazivaju se vektorskim veli¢inama ili vektorima.

Geometrijsko predstavljanje vektora podrazumeva predstavljanje
vektora preko orijentisanih duzi.
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Definicija i osnovni pojmovi

Definicija
Vektor ili orijentisana duZ, u oznaci /@ , jJe duZ AB u kojoj je A
pocletna tactka duZi, a B je njena krajnja tacka.

Definicija
DuZina duZi AB je skalarna veli¢ina i naziva se intenzitet vektora /@
I oznacava se |/@| Prava na kojoj leZi duZ AB naziva se pravac ili
nosac vektora /ﬁ , @ njegov smer je od tacke A ka tacki B.

Znadi, vektor je definisan ako su mu D B
zadati pravac, smer i intenzitet. Po- /

red oznake /@, tj. oznake u kojoj su c K
navedene poletna i krajnja tacka, za f

oznafavanje vektora koristi se i a, b, . . ..
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Definicija i osnovni pojmovi

Vektor kod kojeg se poklapaju poletna i krajnja tacka naziva se nula
vektor i oznaava sa 0.

Ocigledno je da je njegov intenzitet jednak nuli. Pravac i smer nula
vektora se ne definisu.

Vektor razli¢it od nula vektora naziva se nenula vektor.

Vektor &iji je intenzitet jednak 1 naziva se jedini¢ni vektor.
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Definicija i osnovni pojmovi

Definicija
Vektori 3 i b su kolinearni ako imaju isti pravac ili su im pravci
paralelni.

Kolinearni vektori mogu imati isti ili suprotan smer.

Nula vektor je kolinearan svakom vektoru.

Vektori koji imaju isti pravac i intenzitet, a suprotan smer nazivaju se
suprotni vektori.

Suprotni vektor za vektor 3 oznafava se sa —a, tako da se suprotni
vektor vektora /@ oznaava sa —A

Definition

|

Vektori &, b i € su komplanarni ako leZe u istoj ili u paralelnim
ravnima.
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Definicija i osnovni pojmovi

Jednakost vektora moguce je definisati na tri nadina. U zavisnosti od
definicije jednakosti vektora posmatraju se razli¢ite klase vektora:
slobodni vektori, vektori vezani za pravu i vektori vezani za tacku.

Nadalje, smatrace se da su dva vektora jednaka ako su jednaka u
smislu naredne definicije.

Definicija

Dva vektora su jednaka ako su im jednaki intenziteti, pravci su im
paralelni ili se poklapaju i imaju iste smerove.

Ovi vektori nazivaju se slobodni vektori.
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Jednakost vektora

Ako su /@ i @ dva jednaka slobodna vektora, tada se duz CD
translacijom moZze preslikati na duz AB, i to tako §to se tatka C
preslikava na tacku A, a tatka D na tatku B. Jednakost vektora /ﬁ i
CD oznakava se sa /@ = @ Vektori 3,b i € sa donje slike su
jednaki u smislu definicije slobodnih vektora, tj. vazi a = b="¢.

IS

Oy
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Operacije sa slobodnim vektorima

Definicija
Neka su & i b dva nenula vektora i a>4 =ai O? = b. Najmanji ugao
@ za koji treba rotirati vektor 55 dok mu se smer ne poklopi sa
smerom vektora OB naziva se ugao izmedu vektora & i b.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Definicija

Zbir vektora 3 i B, u oznaci 3-+ B, je vektor AC, gde je AB = 7 i
BC — b.

! c
Sl
Sl
|
1

Vektori /ﬁ i R se nazivaju nadovezani vektori, a gornja definicija se
naziva pravilo trougla.
Ako se sabiraju dva nenula vektora J'i b sa paralelnim pravcima ili sa
pravcima koji se poklapaju, pri &emu je b # —a, onda zbir 3+ b ima
isti pravac kao i vektori 3'i b
@ smer je isti kao i smer vektora 3'i b i intenzitet je
|&+ b| = ]3] + |b|, ako su vektori &'i b istog smera,
O smer je jednak smeru vektora koji ima veci intenzitet i intenzitet
je |@+ b| = ||a] — |b||, ako su vektori &i b suprotnog smera.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Na slici a) primenom pravila trougla sabrani su vektori a = /ﬁ i
b=B koji nemaju isti pravac.

Na slici b) ilustrovano je sabiranje vektora a = /ﬁ i b= R koji
su istog pravca. Na gornjoj slici vektori su i istog smera, a na
donjoj su suprotnog smera. U oba slucaja njihov zbir je vektor

AC.

a b
A B .
a+b ¢
i b
4 a+b C B
b)
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Operacije sa slobodnim vektorima

Iz definicije sabiranja vektora direktno sledi da je
AB+BA=AA=0 | BA+AB=BB=0 i (-3)+3=0.

Sabiranje vektora po pravilu trougla moZe da se uopsti na n vektora
(n>3):

Neka su a1, a, ..., a, vektori takvi da se krajnja tatka vektora a;
poklapa sa potetnom tatkom vektora aj 1, i =1,...,n—1, tj.
vektori ai, &, ..., a, su nadovezani.

Zbir vektora aj, &, ...,a,, uoznaci a + a + ...+ a,, je vektor b

Cija poletna tatka je jednaka poletnoj taki vektora ai, a krajnja
tatka je jednaka krajnjoj tatki vektora aj,.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Na slici a) vektor AE predstavlja zbir nadovezanih vektora

a= E,E: ?,5: ES id= ﬁ, dok na slici b) moZe da se uoci
da je zbir zadatih nadovezanih vektora a = /@, b= R, c= @,
d= ﬁ €= a vektor /ﬁ, tj. nula vektor.

ST

a+b+é+d
A
a) b)



Operacije sa slobodnim vektorima

Vektori koji imaju zajedni¢ki potetak mogu se sabirati na slededi
nadin.

Definicija

H
Zbir vektora OA i O? sa zajedni¢kom pocetnom tatkom O je vektor

5&, gde je tatka C odredena na taj nacin da figura OACB bude
paralelogram.

Ova definicija se naziva pravilo parale-
lograma. Vektori OA i OB nazivaju se
komponente, a vektor OC rezultanta.

Vektor OC je dijagonala paralelograma
OACB.

B C
- //’
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Operacije sa slobodnim vektorima

Pravilo paralelograma moZe se uopstiti i na sabiranje tri
nekomplanarna vektora koja imaju zajedni¢ku pocetnu tacku.

Neka su OA, O? [ 07 tri nekomplanarna vektora sa zajedni¢kom
pocetnom tackom O. Neka su &, b i ¢ nadovezani vektori pri &emu je
krajnja tatka vektora & isto $to i poletna tatka vektora b i_I§>rajnja

tatka vektora Ejednaka je pocetnoj tatki vektora i @ = OA,

b—0Cic= OB

14 / 54



Operacije sa slobodnim vektorima

Nad vektorima 4, b i & mo¥e da se
konstruiSe paralelopiped. Vektor d ¢ija
je poletna tacka jednaka pocetnoj tacki
vektora a i krajnja tacka je jednaka kraj-
njoj tatki vektora C je zbir vektora 3, bi
C, Sto se pise

F+b+c=d.

Opisano pravilo naziva se pravilo parale- © a 4
lopipeda, a vektor d je telesna dijagonala
paralelopipeda.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Definicija

Razlika vektora @ i 5, u oznaci @ — 5, Je vektor C takav da je
a=b+c

Da je vektor C razlika vektora a'i b pise
sea—b=cC

Na slici je prikazana razlika vektora J'i b.

MoZe da se pokaze da je razlika vektora i Ejedinstveno odreden
vektor, kao i da je razlika vektora a'i Ejednaka zbiru vektora &'i
vektora —5, tj.

i—b=3a+(-b).
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Operacije sa slobodnim vektorima

Proizvod skalara o # 0 i vektora 3 # 0, u oznaci aa, je vektor
1. ¢iji je pravac paralelan pravcu vektora a,
2. intenzitet je |«||a], gde je || apsolutna vrednost skalara o i |al
je intenzitet vektora a,
3. ima isti smer kao i vektor a ako je o > 0, a suprotan ako je
a < 0.

Ako je a =0 ili =0 onda je ad = 0.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Ako vektori imaju iste pravce, njihovi pravci su i paralelni.

Uvrétavanjem o = —1 u b = a3 dobija se b = (-1)a=—a tj.
vektor suprotan vektoru a.

Za vektor 3 # 0 neka je vektor d definisan sa
ap = =a. (1)

Pravac vektora &y je isti kao i pravac vektora &, vektori 3 i & imaju
isti smer, a intenzitet vektora ap je |a| = éﬁl =1

Vektor a, definisan sa (1) naziva se jedinicni vektor vektora a ili ort
vektora a.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Ako je ag jedini¢ni vektor vektora a, sledi da je
a= |5]507

tj. svaki nenula vektor moZe da se predstavi kao proizvod njegovog
intenziteta i jediniénog vektora a, koji ima isti pravac i smer kao i
vektor a.

Vektori & 0 i d za o # 0 imaju paralelne pravce, pa su kolinearni.

Dva kolinearna vektora mogu se razlikovati po smeru i intenzitetu, pa
kolinearnost vektora a'i b moZe da se predstavi sa

b= aa,

gde je « skalar. Nula vektor je kolinearan svakom vektoru, tj. 0=03
za svaki vektor a.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Nenula vektori 3 i b su kolinearni ako i samo ako postoje skalari o i 3
od kojih je bar jedan razli¢it od nule i

a5+ﬂ5=6.

Teorema

Nenula vektori a, bicsu komplanarni ako i samo ako postoje skalari
a, B i~ od kojih je bar jedan razli¢it od nule i

ad+ Bb+~&=0.
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Linearna kombinacija vektora

Vektor

n
S=aia; +aa+ -+ apa, = E a;a;
i=1

gde su a; € R, a; € V naziva se linearna kombinacija vektora aj,
i=1,2,...,n.

Definicija
Vektori ay, ay, . .., a, su linearno zavisni ako postoje skalari

a1, Qo, ..., a, od kojih je bar jedan razli¢it od nule takvi da je
18] + apd + -+ + apd, = 0.

Vektori ay, ay, . .., a, su linearno nezavisni ako nisu linearno zavisni.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Vektori a3’ i 3b takvi da je
¢=ad+ b
nazivaju se komponentama vektora ¢ duZ vektora &'i b.

Teorema

Za svaka tri nekomplanarna vektora &, bic Jje aa+ BE +~&=0 ako
i samo ako jea = =~ =0.

Prethodna teorema se moZe formulisati i na sledeéi nadin.

Teorema

Svaka tri nekomplanarna vektora &, b i € su linearno nezavisna.

Teorema

Neka su vektori a, bié nekomplanarni. Tada za svaki vektor d
postoje skalari ., B i~y takvi da je d = ad+ b+ ~C.
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Operacije sa slobodnim vektorima

Neke osobine mnoZenja vektora skalarom navedene su u sledecoj
teoremi.

Teorema

Za svako «, 3 € R | sve vektore a, beV Je
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Uredeni skup od tri nekomplanarna vektora {3, 5, C} naziva se trijedar
vektora.

Neka je O proizvoljna tacka prostora i
neka je OA =5, OB = b i OC = ¢, gde
sua,b iﬁc* nekomplanarni vektori. Svaki
vektor d se na jedinstven nadin moze
predstaviti preko vektora 52\,0? [ O?,
t).

e |
d=aOA+BO?+’yR, a, 8,7 € R.

D_a)kle, svaki vektor se moZe razloZiti na komponente preko vektora
OA, OB i O?, kao Sto je prikazano na slici.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Skalari i, 5 i v nazivaju se koordinate vektora J, $to se obelezava sa
= (a, B, 7).

__>
Ako su vektori OA, O? i O? medusobno normalni onda se za trijedar
koji oni obrazuju kaZe da je pravougli ili Dekartov.

Ako su pored toga vektori 5>4, O? i O? jedini¢ni, onda se
odgovarajudi trijedar naziva ortonormiran.

Nadalje se pretpostavlja da posmatrani trijedar obrazuju tri jedini¢na
vektora OA, O%i OC koja su medusobno normalna. Ovaj trijedar
odreduje tri medusobno normalne usmerene prave koje se nazivaju
koordinatne ose. Sve tri koordinatne ose imaju zajedni¢ku tatku O
koja se naziva koordinatni pocetak, a vektori OA,0Bi O
oznacavaju se sa i j i k redom.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Osa odredena koordinatnim poletkom O i vektorom i naziva se
x-osa, dok se ose odredene koordinatnim poéetkom O i vektorima j i
k nazivaju y-osa i z-osa, redom.

Koordinatne ose odreduju koordinatne ravni. Postoje ukupno tri
koordinatne ravni. Svaka od njih je odredena sa dve koordinatne ose,
tako da postoje xy-ravan, xz-ravan i yz-ravan.

Sve koordinatne ravni imaju jednu zajedni¢ku tatku, koordinatni
poletak O.

Uredeni skup od tri ose koje prolaze kroz zajedni¢ku tacku O i koje su
uzajamno normalne obrazuje Dekartov pravougli koordinatni sistem.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Koriste se dva pravougla sistema: desni (engleski) i levi (francuski).
Kod desnog pravouglog sistema rotacija x-ose prema y-osi oko z-ose
najkraca je u smeru suprotnom smeru kretanja kazaljke na satu
(videti sliku a)), dok je kod levog pravouglog sistema rotacija x-ose
prema y-osi oko z-ose najkra¢a u smeru kretanja kazaljke na satu

(videti sliku b)).

Mi ¢emo posmatrati desni pravougli koordinatni sistem.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Ako je iy = (x, y, z) vektor poloZaja tatke M(x, y,z), onda su x, y i
z normalne projekcije vektora ry, na x—osu, y—osu [ z—osu.

Teorema

Intenzitet vektora 3 = (x,y, z) je

x2 + y2 + 22,
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Za vektore L L
a = xi+yj+ak=(,y 2)
a_é - X2i+y2j+22k - (X2’Y2722)
na osnovu definicije sabiranja vektora sa paralelnim pravcima je
&+a = xi+ yJ+ 21k + X0 + }’2/74‘ 2,k

= (x+ X2)7+ (n + }/2)J7+ (2 + 22)/?
= (x1+x,1+ )21+ 2).

Za a € R primenom osobina mnoZenja vektora skalarom je
oay = a(x17+ y]f+ 21/?) = ax17+ ay]f+ azll? = (axq, ayy, azy).
Vazi i da je
a—a = a+((-1)a)
= (x,y1,21) + (—x, =y, —2)
= (X1 — X, 1 — Yo, 21 — 22)~
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Primer

Dati su vektori & = (4 -3, 1) i b=(5,—2,—3). Odrediti vektore
a+ b a— b 23+ b i 3— 3b. Izracunati intenzitet vektora i
odrediti jedini¢ni vektor a, vektora a.

Resenje:
F+b =
b 4—-5 -3—(=2),1—(=3)) =(-1,-1,4),

(
(
25+b = (2-4,2-(=3),2-1)+ (5,—2,-3)
(
(

242
8—-6,2)+ (5, —2,-3) =(13,-8,-1),
4, -3

F-3b = ,1) — (15,6, —9) = (—11,9, 10),
|3] = /8 +(=3)2+12 = /26,

= — (i __3 L)

40 = % "V Va6
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Jednakost vektora zadatih preko koordinata se svodi na jednakost
odgovarajucih koordinata, tj.

—

a=a & Xxx=X 1 =¥ i z1=2.

Kolinearnost vektora zadatih preko koordinata se svodi na
proporcionalnost odgovarajucih koordinata, tj.

H=0a & (X, 2)=/(ax,an,az)

S Xo=ax iy, =ay i 2= az.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Primer

Dati su vektori 3= (—1,0,1) i b= (a2, a? — a, a — 2). Odrediti,
ako je to moguce, vrednost realnog parametra « tako da vektori
a+ b i 0 budu jednaki.

Resenje: Iz 3+ b= (—1+02,02—a,a —1)i0 = (0,0,0) dobija
se sistem

—14+a’°=0 A a®>—a=0 A a-1=0

Cije je resenje o = 1.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Ako su My(x1,y1,21) | Ma(x2, ¥2, 22) dve tacke prostora &iji su vektori
.o —— . . .
polozaja 1 = OM; i r, = OM, redom, tada je

g, — gy, = OMy — OM; = OMy + M, O
—
= M1M2

= (=X, —N,2 — 21).

Neka je ry = (x, y, z) vektor poloZaja tatke M(x, y, z) razli¢ite od

koordinatnog potetka i o =J(7. ), 8 =I(. i) i v =k, 7y tada
je

x = |rlcosa,y = || cos 3,z = |r] cos~y

pa je
X y z
cosa = —, cosff= =, cosy= —

| 7’ 7]
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Primer

<
<
|

Izracunati rastojanje izmedu tacaka M;(1,2,—1) i My(1,0,—1)
uglove koje vektor polozaja r> tacke M, zaklapa sa koordinatnim
osama. Nadi jedini¢ni vektor vektora r.

e
Resenje: MiM, = (1,0,-1) — (1,2,—1) = (0,—2,0).
Rastojanje izmedu tacaka M; i M, jednako je intenzitetu vektora
My Ms, tj. My M| = /4 = 2.
Vektor 7 = (1,0, —1) je vektor polozaja tacke M i || = v/2. Iz
1 V2

cose=—==— 1 cosf=—==0 1 cosy=

V2 o2 V2

jea=a(R) =% =R =0iy=<r k=7
Vektor r= (‘[ 0, ——) je jedinicni vektor vektora 7.
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Koordinatni sistem i koordinate vektora

Primer

Odrediti koordinate tacke T(x,y, z) koja duz odredenu tackama
My (x1,y1,21) i Ma(x2, y2, 22) deli u razmeri m : n.

Resenje: Uvedimo oznaku A = .
m-+n

= e s
M; :M1M2:m:(m+n) s M -(m—l—n):m-MlMg
T
& M = mLJr,, : M1M2
& MT =M M,
& (x—xu,y—y,z—z1)=ANx — X,y —n,2 — z1)
S x=—xx=ANx—x)y-—yn=Ayn-n)z-z=Nz-2),
pa su koordinate trazene tacke
x=M+1-Ax1, y=An+1-Mn, z=A+(1-XNz.

Specijalno, sredina duzi M; M, ima koordinate

_ xitx __nty __ atz
X = > , Y = > 02 = > -




Skalarni proizvod vektora

Definicija

Skalarni proizvod vektora & i b, u oznaci a- b, ako su vektori 3 i b
razli¢iti od nula vektora, definisan je sa

- b= |a]|b| cos <i(a, b). (2)

Ako je bar jedan od vektora Fib Jjednak nula vektoru 0, tada je
a-b=0.

Primer

Izracunati skalarni proizvod vektora i b ako je |a] = 17, |b| = 2 i

- 2T
<(a b) = —.
(8 b) ==
Resenje: 3-b=17-2-(-1) = -17.
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Skalarni proizvod vektora

Za vektore i i j vazi

i i=|i|flcos0=1%-1=
i - ™
/J:|/|jcos§:12 0=0.

Slicno, mogu se izrac¢unati i preostali skalarni proizvodi vektora /_;
J 1 k Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema:
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Skalarni proizvod vektora

Neke osnovne osobine skalarnog proizvoda navedene su u teoremi
koja sledi.

Teorema

Neka su a,b i C vektori i \ skalar. Tada je
1. 5-b=b-3
2 (A\3)-b=\G"b),
3. 3-3=|3°
4.5-3=043=0,
5 (F+b)-¢=3ac+b-¢
6. za nenula vektore & i b vazi &- b = 0 (3, b) = z

2
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Skalarni proizvod vektora

Primer

Odrediti ugao izmedu jedini¢nih vektora m i n, ako su ai b
medusobno normalni vektori i &= m+2ni b =5m — 4n.

Resenje: Primenom osobina skalarnog proizvoda sledi

51b & 3-b=0

< (m+2n)-(5m—4m) =0
& bm-m—4m-n+107-m—8n-A=0
& 5|mi|? + 6|mi||A] cos <(m, A) — 8|A]> =0
& 54 6cos<(ii, i) —8 =0
& cos<(m, m) = 1,

pa je <(m, n) = 3.
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Skalarni proizvod vektora

Primer

Dati su vektori p=am+2ni q=5m—4n, gdesu min
uzajamno normalni vektori i [i| = 2 i [a] = 1. Odrediti, ako je
moguce, parametar « tako da vektori p'i ¢ budu uzajamno
normalni. Izracunati intenzitet vektora g.

Resenje: 1z osobina skalarnog proizvoda sledi

p-q= (am+2M)- (5m —4a) = 5a|m|* + (10 — 4a)m - 7 — 8|A]> = 0.

L

Izm L ns m-n=0, dobijase 200 —2=0ia = 3

G-q=(5m— 4n) - (5m — 4m) = 25|m|* — 40m - A"+ 16|A]* = 0.

I,m L Ai|g?=qqsledi|q]* =100+ 4, tj.



Skalarni proizvod vektora

Teorema
Ako su vektori 3 = x17+ y]j-l- Z1E = (X1,)’1, 21),
b= xi + y»j + 22k = (X2, y2, 22), onda je

—

a-b=xx+ny+az.

Dokaz.
Primenom osobina skalarnog proizvoda i koris¢enjem tablice iz
gornjeg primera sledi

b = (xi+y)+zk)- (xi+ v + 2:k)
X1 X2 i'i+X1y2 i'j+X122 ik
ywoj-ityiyj jtnznji-k
Z1Xp k'i+21y2 k'j+2122 k- k

xX1X2 + Y1ye + z125.

I+ +
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Skalarni proizvod vektora

Primer

Dati su vektori &= (1,3,—1) i b = (=2, —4,3). Izracunati skalarni
proizvod vektora 23+ b i a8 — 3b i ugao izmedu vektora 3'i b.

Resenje: 25+ b = (2,6, —2) + (—2,—4,3) = (0,2,1) i
F—3b=(1,3,—1) — (—6,—12,9) = (7,15, —10).

—, —,

(2a+b)-(a—3b) = (0,2,1)-(7,15, —10) = 0-2+2-15+1-(—10) = 20.
Iz|a?=3-3=(1,3,-1)-(1,3,-1) =1+9+1=11je |a] = V11
|b| = V& +16 + 9 = 1/29.
a-b=-2—-12—-3=—17, pa se dobija
. b 4 1
cos <((a, b) = b .<((&, b) = arccos _ i

a 17 —
— () .
|al|p] V11-v11 V11 -4/29




Vektorski proizvod vektora

Vektorski proizvod vektora 3 i E, u oznaci a X 5, ako su vektori 3 i b
razli¢iti od nula vektora, je vektor takav da
1. pravac vektora a x b Jje normalan na vektore 3 i 5,

2. smer vektora Fxb Je takav da je rotacija vektora a prema
vektoru b oko vektora @ x b kraca u smeru suprotnom smeru
kretanja kazaljke na satu, tj. vektori a, b i a x b obrazuju desni
trijedar,

3. intenzitet vektora & x b je jednak |3]|b| sin <(3, b).

Ako je bar jedan od vektora 3 i b nula vektor onda Jje ax b=0.
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Vektorski proizvod vektora

ST
X
Sl

Ako vektori &, bi 5x§o§razuju desni
trijedar, onda vektori @, b i bx a obrazuju
levi trijedar, tj. rotacija vektora a prema
vektoru b oko vektora b x a je kraca u
smeru kretanja kazaljke na satu.

[
/01"1/

<
X
ST

Iz definicije vektorskog proizvoda direktno sledi da je
xb=—bxa

i da je povrdina paralelograma konstruisanog nad vektorima &'i b
jednaka intenzitetu njihovog vektorskog proizvoda.

Osobina & x b = —b x & naziva se antikomutativnost vektorskog
proizvoda.



Vektorski proizvod vektora

Neke osobine vektorskog proizvoda date su u teoremi koja sledi.

Teorema

Neka su 3, b i € vektori i \ skalar. Tada je
1. (A3) x b=3ax (Ab) = A(3x b),
F+b)xE=axC+bxC¢

—

2
3. 3x(b+8)=axb+3x¢
4 =

—

45 / 54



Vektorski proizvod vektora

Primer

Za vektore /_: fi k Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema,
primenom definicije vektorskog proizvoda, dobija se tablica u
kojoj su predstavljeni njihovi vektorski proizvodi

7R
T =
Fl-k o
P
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Vektorski proizvod vektora

Primer

Izra¢unati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima p
iqg,gdejep=2a—-big=a+b <(p,q)=7%,aaibsu
uzajamno normalni jedini¢ni vektori.

Resenje: 1z definicije vektorskog proizvoda je P = |p]|g]sin 7.
Uvrstavanjem Gb=0ig=b=1u

|P1* = pip = (24— b)(25 — b) = 4[a[* — 4ab + |

dobija se |p|> = 5, tj. |p] = V/5.
Slicno, |g] = V2.
Dakle, P = /5 v/2 ¥2 = /5.
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Vektorski proizvod vektora

Teorema
Ako je 3 = X1/ + yJ+ 2k = (x1,y1,21) i
b= i+ y2j + 22k = (X2, 2, 22), onda je
ax b=z —yz1,—X12 + X021, X1Y2 — Xo)1)-

Dokaz.

axb

(X1F+ yJ+ ZlE) X (Xzf"’ yz/—‘+ 22/?)

X1X2i>< i+X1y2in+X122i>< k

VWX j X ityiyaj Xj+nzjxk

Z1X2 k x i—|-21y2 ka+2122 k x k

X1Yo i_)><j_’— X120 k % F

- nixe LXJ+Y122 J'_)>< k_’

21X2k><i—21y2j><k

= (y122 — _y221)i + (—X122 + X221)j + (X1y2 — Xzyl)k.
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Vektorski proizvod vektora

Vektorski proizvod vektora zadatih u ortonormiranoj bazi moze da se
napide u obliku tzv. simbolicke determinante &iju prvu vrstu &ine
vektori 7, _] [ k a drugu i trecu vrstu Cine projekcije tacaka A i B,
redom. Dakle,

a x E: X1 1 21 (3)

Primer

Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
a=1(2,1,2)ib=(3,2,2).

Re3enje: 3 x b= =(-2,2,1), paje

W N
I\Jl—‘k>1
NN Xy

P=|axbl=,(-22+2+1°=3.



MesSoviti proizvod vektora

Definicija

Mes3oviti proizvod vektora &, bic Je skalarni proizvod vektora a’ x bi
c, tj. (ax b)c.

Teorema

Mesoviti proizvod tri nekomplanarna vektora a, bic Jjednak je .
zapremini V' paralelopipeda odredenog tim vektorima ako vektori a, b
i € obrazuju desni trijedar, tj. —V ako vektori &, bic obrazuju levi
trijedar.

Dakle, apsolutna vrednost meSovitog proizvoda vektora 3, bic
jednaka je zapremini paralelopipeda konstruisanog nad tim vektorima

-,

V =|(Fx b)-d.
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MesSoviti proizvod vektora

Osnovne osobine me3ovitog proizvoda navedene su u teoremi koja
sledi.

Teorema

Za meSoviti proizvod vektora vaZi
1. (Fx b)é=(bx &)a= (¢ x 3)b,
2. M@x b)@=(A\ax b)&=(ax Ab)& = (7% b)(A\E), A € R,
3. mesoviti proizvod nenula vektora jednak je nuli ako i samo ako
su vektori komplanarni.
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MesSoviti proizvod vektora

Neka su &, b i € proizvoljni vektori. Ispitati komplanarnost
vektora @a— b, b—Cic—a.
Resenje:
(G- B)x (- a)e-2) _
= (@xb—axc—bxb+bxc)(c—a)
= (@xb)c—(a@x )+ (bx )
—(@x b)a+ (dx c)a— (bxc)a
= (dxb)c—(cx)d+(cx )b
—(@x a)b+ (% 3)c—(ax b)C
= 0,

pa su vektori @— b, b — C'i ¢ — a komplanarni.
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MesSoviti proizvod vektora

Ako je
a = x17+ y]f—l- 21/?= (x1, 31, 21),
b = xJ-i— yJ-I— 22E= (x2, 2, 22),
c = X3r+ y3f+ Z3E = (x3,y3,23),
onda je

-,

(5)( b)EZ (y122 = y221)X3 — (X122 — X221)y3 —+ (x1y2 — X2y1)23.

Izraz na desnoj strani jednakosti je determinanta treceg reda u
razvijenom obliku tako da se meSoviti proizvod vektora
a= (X]_,_y]_,Z]_), b= (X2,y2,22) iC= (X3,y3,Z3) moze predstaviti u

obliku
. X1 N 4

(5Xb)6= X2 Vo 2o
X3 Y3 Z3
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MesSoviti proizvod vektora

Izracunati visinu prizme ¢ije su ivice odredene vektorima
a=(1,0,-2), b=(0,1,-2) i ¢ =(—1,3,5), ako je njena osnova
paralelogram konstruisan nad vektorima a'i b.

1 -2
Resenje: (Fx b)é=| 0 —2|=9pajeV=1|3-(bx&)|=9
-1 5

Povrsina osnove prizme je B = |3’ ¥ 5| = 3. Zapremina V prizme
se moze izracunatiiiz V = B - H, gde je H visina prizme. Iz
V:9iB:3sledidajeH=%=3.
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