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Vezbe
-Arhitektura-

Slobodni vektori

Slobodni vektor je skup svih orijentisanih duzi koje su medusobno
paralelne, podudarne i isto orijentisane. Slobodne vektore obelezavamo

sa /ﬁ ili @.

e Intenzitet vektora 1@ je merni broj duzi AB i oznacava se sa
AB.
e Pravac vektora zﬁ je pravac odreden tackama A i B.
e Smer vektora zﬁ, (A # B) je od tacke A do tacke B.
e Vektor ¢iji je intenzitet jednak 1 naziva se jedini¢ni vektor.
e Vektori su jednaki ako su im jednaki pravac, smer i intenzitet.
e Vektor kod kojeg je A = B zva¢emo nula vektor i oznacavati sa
0 ili 0,
Intenzitet nula vektora je 0, a pravac i smer se ne definisu.
e Vektor koji ima isti pravac i intenzitet kao vektor /@ , & suprotan
smer, je vektor Ezl i naziva se suprotan vektor vektora 1@ .

U skupu V definiSemo operaciju sabiranja vektora + na sledeci

nacin:

B+ 0D = 1,

gdejeﬁ:@.
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A B C
Slika 1: sabiranje vektora

e Ugao ¢ izmedu vektora q = @)1 i E} = O? je ugao LAOB pri
¢emu se dogovorno uzima da je 0 < ¢ < 7.

e Proizvod vektora @ # 6) i skalara A # 0, A € R je vektor A - @
koji ima

a) isti pravac kao i vektor @,

b) intenzitet |A| - | @] i

c) isti smer kao i vektor @ ako je A > 0, a suprotan ako je A < 0.

Akoje @ =0ili A =0, tada je A- @

0.

e Dva vektora @ i b su kolinearna ako i samo ako imaju isti pravac.
Nula vektor je kolinearan sa svakim vektorom.

e Nula vektor je normalan na svaki vektor.

e Za tri ne nula vektora kazemo da su komplanarni ako i samo ako
su paralelni sa jednom ravni.

. . . . - .
e Skalarni proizvod vektora @ib,uoznaci @ - b definise se sa

— — —
a0 =|d||b| cos(d, D)
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Osobine skalarnog proizvoda:

b)d-b =0 -4,

T ,
c) dLb < d- b =0, (uslov normalnosti, ortogonalnosti)

- —
) VaeR a(d-b)=(ad)- b =7 (ab)
— —
e)d-(b+7?)=7d-b+d- 7.
. — -
f) Za proizvoljne vektore @ = (ay,as,as), b = (by, b, b3)
%
7 - b = albl + (Ing + agbg.

_>
e Neka je a # 0. Tada je projekcija vektora b na vektor a

definisana sa: pr@? = [b] - cos L(, ?)

a

i b je vektor, u oznaci ax b ,

e Vektorski proizvod vektora a

odreden na sledeéi nacin:
%

a) |@ x b|—|_>| :
= TN s
b) (¢ x b)Ldi(d x

_>
bid

=
]

N
al

ine desni sistem vektora.

(@]

¢) vektori @, X
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Osobine vektorskog proizvoda:

W)@ x = (<),

b)Va €R a(@ x 6) = (ad@)x b =@ x (ab),
R ,

c) d||b < d x b =0 (uslov paralelnosti),

d) @ xd=0,

e) Intenzitet vektorskog proizvoda dva nekolinearna vektora jednak

je povrsini paralelograma koji je konstruisan nad tim vektorima.

%
f) Za proizvoljne vektore q = (ay,a9,a3) 1 b = (by,be,bs)

- = 2

gk
TxD=|a a a
by by b3
e Mesoviti proizvod vektora @ b i je skalarni proizvod vektora

it x ¢, tj. d -(b x 7).

Osobine mesovitog proizvoda:
a) Vektori @ b i @ su komplanarni < @ - ( T x ) =0 (uslov
komplanarnosti),
b) Apsolutna vrednost mesovitog proizvoda tri nekomplanarna vek-
tora jednaka je zapremini paralelopipeda koji je konstruisan nad
vektorima 7, ? i @ kao ivicama.
¢) Za proizvoljne vektore qd = (ay,a9,a3) i ? = (b1, bo,b3) 1 7 =

(Cl7 C2, 03)
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e Dekartov (pravougli) koordinatni sistem u prostoru je odreden,
ako su
- Date tri prave koje se obitno nazivaju x,y i z i svake dve se seku
pod pravim uglom u tacki 0(0,0,0).
- Na svakoj od datih pravih izabran je jedan smer i nazvan poziti-
van.
- Na pozitivnim smerovima pravih x, y i z izabrane su tacke F1(1,0,0),
E5(0,1,0) 1 E5(0,0,1) redom.
Prava x se naziva x-osa ili apscisa. Prava y se naziva y-osa ili or-
dinata. Prava z se naziva z-osa ili aplikata. Tacka O se naziva
koordinatni pocetak.
Uvedimo oznake _z> = T&, ? = O—E2> i ? = O—>E3
Vektori (7,7,?), sa koordinatnim pocetkom O, ¢ine desni si-
stem vektora, sto znaci da rotacija vektora ?, ka vektoru ?, oko
tacke O, u ravni odredenoj vektorima ? i ?, ima najkrac¢i put
u smeru suprotnom kretanju kazaljke na satu, gledano sa kraj-
nje tacke vektora ? Svakoj tacki M (z,y, z) u prostoru odgovara
vektor O—]\Z/ koji se zove vektor polozaja tacke M i on ima oblik
O—J\>4 = x? + y7 + z? U daljem tekstu vektor polozaja tacke M
oznacavatemo sa @\7 = (z,y,2). Vektor /@ , odreden tackama

A(x1,11,21) 1 B(22, Y2, 22) ima oblik /@ = (Ta—T1,Y2— Y1, 22— 21)
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Y

T

%
e Za proizvoljne vektore @ = (ay,a9,a3), b = (by,be,bs) i 7 =

(c1,c2,c3) 1skalar A € R vazi:

%
a) a =0 & ap = by, ag = by, a3 = bs,

b) )‘(ala a2, 0’3) - (Aalv Aa27 )\a3)7

@)

%
)7-1— b = (a1 + by, as + by, az + bs)

d) |a| = \/a? + a3 + a3
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Zadatak 0.1. U ravni je dat pravilan sestougao ABCDEF sa cen-

trom u O. Izraziti @,@,ﬁ,ﬁ,ﬁ preko O? i B?

ResSenje.

Kako je OB + BC = OC', AB = OC, sledi da je

AB = OB + BC.

AC = AB + BC = OB + 2BC, AD = 2BC, AE = AD + DE =
9BC + BA =2BC — AB = 2BC — OB — BC = BC — OB

AF = BO — —OB.

e
Zadatak 0.2. Dati su vektori @ = 8 i +27 =2k, b =41 -4y
Izracunati:
a) intenzitet vektora @ i b
— —
b)2d — b i3d +20b
%
¢) skalarni proizvod vektora @ i b

ﬁ
d) vektorski proizvod vektora aib

. .
e) ugao izmedu vektora aib

—
f) projekciju vektora @ na vektor b i obrnuto.
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Resenje.

T =87 427 2K =(8,2,-2), b =47 —47 = (4,—4,0)
a) | @] =v6i+4+4=1T2=6V2,

V)= VI T 16 = V3 =42

b) 2@ — b = 2(8,2,-2) — (4, —4,0) = (16,4, —4) — (4, —4,0) =
%

(12,8, -4) =127 +87 — 4
%
30 420 =3(8,2,—2) +2(4, —4,0) = (32, -2, —6)

327 27 6k

Q)T B =8-4+2 (—4)+(-2)-0=32—8=24
T

DTxb=|8 2 —2|=-87—-87—40K = (—8,—8,—40)
4 —4 0

&) @b =7 |7E>os_4><7,?)

— a-b 24 1 — T
:»cosg(ﬁ,b):m |7|—6\/§'4\/§—§:>4(7,b):§
f) pr?E) = |a| - cos 4(7,?) =62 % =32

pry? = |b| - cos 4(7,?) =4V2. % =2V2

Zadatak 0.3. Nadi vektor koji je normalan na vektore @ = (4, —3,1)

%
i b= (5-2-3)
— —
Resenje. (4 x b)Ldi(d x b)Lb,
%
— 7 k:
T xb T 177 47K = (11,17,7)
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Zadatak 0.4. Izracunati povrsinu trougla ABC ako je A(1,2,5), B(3,1,—1)
i C(0,1,0).

ResSenje.

1 1 1
PAABC:§P=—|ﬂ§><f@]:5 2 —1 =6 ||=5l(-1,16,3) =

p

1 1
5\/1 +256+9 = 5\/266

Zadatak 0.5. Odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad

%
vektorima @ = (3,1,5)i b = (1,2, —3)
- - >
1 gk
- - 7
Resenje. P=|d x b|=|| 3 1 5 ||=](-13,14,5)|
1 2 -3

= /169 + 196 + 25 = /390 = 10+/39
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2
,?>:—”

_>
Zadatak 0.6. Odrediti o tako da ? —ad +170b i 7 =3d —
( 3

%
budu uzajamno normalni ako je |@| = 2,|b| =51 £(d
Resenje. Koristimo osobinu skalarnog proizvoda:
VLT eV -7 =0

— — - = —

T-q=(d+170)3d—b) =3a|dP—ad b+51b d—17| b |2
— 2

= 3a-4+(5l—a)@- b —17-25 = 12a+(51—a)-2-5cos§—425

1
:12a+(51—a)-10~(—§)—425:12a+5a—255—425
— 17a — 680

T 7 =0&1Ta—680 =0 < a = 40

Zadatak 0.7. Izracunati zapreminu paralelopipeda odredenog vek-
torima @ = (1,2,0), b = (2,1,3)1 @ = (0,1, 1).

Resenje. Koristimo osobinu mesovitog proizvoda: Apsolutna vred-
nost mesovitog proizvoda jednaka je zapremini paralelopipeda kon-

struisanog nad odgovaraju¢im vektorima.

120
- =
V=|d - (bx?)|=|213||=]1-3-4=|-6/=6

011

%
Zadatak 0.8. Ispitati da li su vektori @ = (—-1,3,2), b =(2,-3,4)
i 7= (—3,12,6) komplanarni.
Resenje. Koristimo osobinu mesovitog proizvoda:

%
Vektori @, b i ¢ su komplanarni ako i samo ako @ - ( T x 7)=0
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~1 3 2
— —
a-(bx7?@)=| 2 -3 4|=24#0= Vektori @, b,7¢
-3 12 6

nisu komplanarni.

Zadatak 0.9. Izracunati visinu prizme c¢ije ivice su odredene vek-
_>
torima @ = (3,2,-5), b = (1,—1,4) i @ = (1,-3,1) ako je
%
osnovica odredena sa @ i b .

Resenje.

ol

_>
V=[d(tx?d)|=11 -1 4 ||=|-3+8+15—5+36—2| =49

B=|dxb|l=]| 3 —5 || =1(3,-17,5)|

=9+ 289 + 25 =323

H:4—9
323



Vezbe iz Matematike 13

1. Zadaci za samostalni rad

Zadatak 1.1. Dati su vektori:
a)a=(4,-3,1)ib=(5-2,-3)
b)a=(3,-2,1)ib=(4,-7,-3)

%
Naci vektorski proizvod vektora aib.

Zadatak 1.2. Odrediti mesoviti proizvod vektora @ = (—1,3,2),
%
b =(2,-3,4)i ¢ = (-3,12,6).

%
Zadatak 1.3. Ispitati da li su vektori @ = (1,2,3), b = (1,0,—1)
ic=(0,2,4) komplanarni. Ako jesu izraziti vektor @ kao linearnu

%
kombinaciju vektora b i 7.
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