ANALITICKA GEOMETRIJA

20. oktobar 2020



U Dekartovom pravouglom koordinatnc&sistemu poloZaj proizvoljne
tatke M(x,y, z) odreden je vektorom OM, gde je O koordinatni
poletak.

Vektor OM je vektor poloZaja tatke M (ili radijus vektor) i oznatava
se sa ry, ili sa r ako je jasno o kojoj ta&ki se radi.

Vektor ry = OM se na jedinstven nacin moZe razloZiti na
komponente preko vektora i, j i k tj.

Py = xi +yj + zk = (x,y,z).
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Neka su M; i M, dve tatke Dekartovog pravouglog koordinatnog
sistema &iji su vektori poloZaja 11 = (x1,y1,z1) i 5 = (X2, 2, 22),
redom.

—
MMy = (xo — X1, Y2 — Y1, 20 — 21).

Definicija

DuZina duzi MyMy, u oznaci d(My, M), jednaka je intenzitetu
—
vektora My M.

Teorema

DuZina duZi odredene tatkama My (x1, y1,z1) i Ma(x2, y2, 22) je

d(My, My) = \/(xo — 1) + (2 — 11)2 + (22 — 21)>.
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Ravan

Jednacéina ravni kroz tri tacke

Teorema

Jednacina ravni koja sadrZi tatke My(x1, y1, z1), Ma(x2, y2, 22) i
Ms(x3, y3, 23) je

(MsM x MoM) - My M, = 0,

gde je M(x,y, z) proizvoljna tatka ravni c.

Dokaz: vektori My M, My Ms, My M; = 0 su komplanarni pa je njihov
me3oviti proizvod jednak nuli.
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Dakle, jednatina ravni kroz tri tatke Mi(x1, y1,21), Ma(x2, 2, 22) i
Ms(x3, y3, z3) moZe napisati i u obliku

X—X1 Y—WN Z—2z1
Xo—Xx1 Yo—y1 2—2z1 |=0.
X3—X1 Yy3—Y1 Z13— 241
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Ako kofaktore elemenata prve vrste ozna¢imo redom sa

Y

A— Yo—W1 22— 21
=N Zz3— 271

B— _ X2—=X1 22— 21

X3 — X1 23— 21

C — Xo—=X1 Y2a—NN
- 9

X3—X1 Y3— 0N

razvijanjem po prvoj vrsti gornje determinante se jednacina ravni
moZe zapisati kao

Ax—x1)+ By —»n)+ C(z—2z)=0.
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Koeficijenti A, B, C predstavljaju koordinate vektorskog proizvoda

- — —
i j K

= MM, x MMs = Xo—=X1 Yo—YV1 Z2—21

X3 —X1 Y3—V1 43— 241

Vektor 7 = A, B, C) je normalan na ravan u kojoj leZe vektori
MM, i My Mjs, tj. na ravan &iju jednainu posmatramo.
Naziva se vektor normale ravni i to moze da bude bilo koji nenula

vektor Ciji je pravac normalan na posmatranu ravan.

Teorema

Neka je @ = (A, B, C) # 0 vektor normale ravni o i Mo(xo, Yo, Zo)
tacka koja pripada ravni o. Tada je

Ax+By+Cz+D=0
Jjednacina ravni o, gde je D = —Axg — Byy — Cz.
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Ravan

Primer

Pokazati da tatka T(—1,1,0) ne leZi u ravni o odredenoj tatkama
A(1,0,0), B(1,2,1) i C(0,0,1).

77K
/@XR: o 2 1
-1 0 1

= (2,-1,2).
a:2(x—=1)—(y—0)+2(z-0)=0,t. a:2x—y+2z—2=0.
2.(~1)—1+2-0-2=-5+#0,pa T ¢a.
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Ravan

Primer

Neka je ravan o data u opstem obliku tj.
a:Ax+By+Cz+D=0
i A2+ B*+ C?#£0.
Ako D = 0 onda je jednacina ravni
a:Ax+By+Cz=0 (1)

i tatka O(0,0,0) zadovoljava navedenu jednakost tako da ravan
prolazi kroz koordinatni pocetak.

Vektor normale xy-ravni je vektor k= (0,0,1) i ova ravan prolazi
kroz koordinatni potetak O(0,0,0), pa se zamenom u (1) dobija da
je jednadina xy-ravni



Sli¢no, xz-ravan ima vektor normale j = (0,1,0) i prolazi kroz
koordinatni poetak O(0,0,0), pa je njena jedna&ina

y=0.

Ravan ¢&iji vektor normale je vektor = (1,0,0) i koja prolazi kroz
koordinatni poetak O(0,0,0) je yz-ravan i njena jedna&ina je

x =0.

Ravan oblika
By+Cz+D=0

ima vektor normale 7= (0, B, C). Iz i - "= 0, sledi da je ova ravan
paralelna sa x-osom.
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Sli¢no, ravan oblika
Ax+Cz+D =0
je ravan paralelna sa y-osom, dok je ravan oblika
By+Cz+D=0
paralelna sa z-osom.
Za A= D = 0 dobija se jednacina ravni
By + Cz =0,

tj. ravan koja je paralelna sa x-osom i koja sadrZi koordinatni poletak
0(0,0,0). Dakle, ta ravan sadrzi x-osu.
Jednadina ravni koja sadrZi y-osu je

Ax + Cz =0,
dok je jednalina ravni koja sadrZi z-osu
Ax + By = 0.
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Za A= B = 0 dobija se ravan

Cz+D=0

&iji je vektor normale "= (0,0, C) kolinearan vektoru k= (0,0,1),
tako da je ova ravan paralelna sa xy-ravni. Sli¢no, ravan paralelna sa

xz-ravni je oblika
By+ D =0,

dok je ravan
Ax+D =0

paralelna sa yz-ravni.
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Za A= B = D = 0 dobija se jednatina ravni
(z=0,

tj. jednalina z = 0, tj. jednadina xy-ravni. Sli¢no, za
A = C = D = 0 dobija se jednalina ravni

By =0,
tj. jednalina xz-ravni, a za B = C = D = 0 dobija se jednalina ravni
Ax =0,

tj. jednadina yz-ravni. 0
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Medusobni polozaj dve ravni

Neka su oy i ap dve ravni date u opStem obliku

al:A1x+Bly—|— C12+D1:O (2)
O[21A2X+Bgy+C22+D2:O

i neka su m = (Aq, By, Gi) i my = (Az, Ba, ;) vektori normala ravni
Qi | ap, redom.
Ako su vektori iy i i, kolinearni, tj. ako postoji skalar A\ takav da je

m = Al = (A2, ABy, AG,)
jednaline ravni ay i o, date sa (2) mogu se napisati u obliku
a1 Mox  + )\Bzy + MGz + D = 0 (3)
(672 A2X + Bgy + CZZ + D2 = 0.
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Medusobni polozaj dve ravni

MnoZenjem druge jednacine sistema (3) sa —A i dodavanjem prvoj
jednalini sistema dobija se sistem jednadina

Di—XAD, = 0 (4)
A2X+82_y+C22+D2 = 0.

Ako je Dy = AD; (i my = Any) sistem (4) je dvostruko neodreden.
Ravni imaju beskonano mnogo zajedni¢kih tacaka, tj. poklapaju se
(slika a)). Ako je Dy # AD, (i ny = Any) sistem (4) je nemogud, tj.
ravni nemaju zajednikih tataka, tj. paralelne su (slika b)).

a) b)
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Medusobni polozaj dve ravni

Ako je M # A u sistemu (2) moZe da se eliminige jedna nepoznata.
Sistem je jednostruko neodreden i ima beskona&no mnogo redenja, tj.
ravni imaju beskona¢no mnogo zajedni¢kih tacaka pri ¢emu postoje
tacke ravni a;; koje ne pripadaju ravni a; i postoje tacke ravni a; koje
ne pripadaju ravni . Dakle, ravni oy i cip se seku po pravoj.

Ugao izmedu dve ravni o | i koje se
seku jednak je uglu izmedu njihovih vek-
tora normala n; i n>. Na osnovu definicije
skalarnog proizvoda vektora sledi

S
S

cos <(mm) =

||| |

H
3
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Jednadina prave

Teorema

Neka prava p sadrZi tatku My i paralelna je vektoru p. Tada postoji
skalar \ za koji proizvoljna tatka M prave p zadovoljava vektorsku
Jednacinu

r'=r—+A\p, (5)

gde je r vektor poloZaja tacke M i ry vektor poloZaja tatke M.

; ; ; s p
r=O0OM = OMy + MgM = ry + MyM. My M
e AU . ..
Vektori MoM i p paralelni, te postoji ska- 7 =

lar A takav da je MgM = \p. Dakle,
F=ro+\p 0
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Jednadina prave

Jednatina (5) predstavlja vektorski oblik jednacine prave p.
Vektor p naziva se vektor pravca prave p.

Uvrdtavanjem 7' = (x,y,2), fo = (x0, 0, 20) i P = (p1, P2, p3) u (5)
dobija se

(X7.ya Z) = (X03y0720) + )‘(plv P27P3)a
£,
(x,y,2) = (x0 + AP1, Yo + Ap2, 20 + Ap3),

odakle se dobijaju tri skalarne jednacine

X = Xo+ Ap1
Yy = Yo+ Ap (6)
z = Zy+ \ps.

Jednatine (6) predstavljaju parametarski oblik jednacine prave.
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Jednadina prave

Zapy #£0, py £0i p3 #0iz (6) sledi

X—Xo:)\ y_}’O:)\ i Z_ZO_A

%1 ’ % P3

Eliminisanjem parametra A\ dobija se

X—X_Y=—W _Z2-2% (7)
P1 b2 P3
Jednatine (7) predstavljaju kanonski oblik jednacine prave.
. X —Xo .
Napomena: Ako je npr. p; = 0, tada razlomak predstavlja

simboli¢ki zapis za koji je x — xp = 0.
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Jednadina prave kroz dve tacke

Teorema

Neka su ry i ry vektori poloZaja tataka My i M,, redom. Tada je

r=n+Mn—n) (8)
Jjednacina prave koja prolazi kroz tacke My i M.

-

P
Vektor pravca p traZene prave kolinearan M1 Mo
. —) — —
je sa vektorom MM, = r, — 7, tako da
se moze uzetidajep=rn — . 7 B
(0]

Uvrstavanjem vektora p i vektora poloZaja r; tatke My u (5) dobija
se (8) - vektorski oblik jednacine prave kroz dve tacke.
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Jednadina prave kroz dve tacke

Zan = (x,y1,2)i 5= (%Y, 2)je
Hn—n= (Xz—Xl,}’2—)/1,22 —21)

vektor pravca prave koja prolazi kroz tatke My i M, ¢&iji su vektori
pravaca r1 i r» redom, pa se uvrstavanjem u (7) dobija

X—X _y=nhn _ zZ—4a (9)

X2 — X1 Yo—0 Z — 71

tj. jednacina prave kroz dve tatke u kanonskom obliku. Odavde se
jednostavno dobija jednacine prave kroz dve tacke u parametarskom
obliku

x = x1+Ax—x)

y 1+ AMy2 — y1)

z = 2o+ Mz — z1).

21 /37



Prava kao presek dve ravni

Neka su
OZZA1X—|—Bly+C12—|—D1:0
B:Ax+By+ Gz+D,=0

ravni koje se ne poklapaju i koje nisu paralelne. Tada je m # Ao,
gde su m = (A1, B1, Gi) i my = (Ag, By, G;) vektori normala ravni « i
[ redom. Tada je sistem jednadina

Aix+By+ CGz+ D=0, Axx+By+ Gz+D,=0

jednostruko neodreden, a njegov skup reSenja geometrijski predstavlja
skup vektora poloZaja svih tacaka prave preseka ravni a i 3.
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Medusobni polozaj pravih

Neka su prava p odredena tatkom M (xy, y1,z1) i vektorom pravca
p = (p1, p2, p3) i prava q odredena tatkom M, (xz, y», 22) i vektorom
pravca ¢ = (g1, g2, g3) date jedna&inama u kanonskom obliku
X=Xt Y—»n Z—2
P P1 - p2 - ps
X — X2 Y=y zZ— 2

q N = =
el Q2 as

Jednacine pravih p i g u vektorskom obliku su

— — - —

p:r=n+Xp i q:r=n+406q.

Ako su vektori p'i g kolinearni, prave p i ¢ mogu da se poklapaju ili
da su paralelne. Ako vektori p'i ¢ nisu kolinearni, prave p i ¢ mogu
da se seku ili da su mimoilazne. U ovom slu¢aju je p x ¢ # 0.
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Prave koje se poklapaju

Ako su vektori p'i g kolinearni, prave p i q se poklapaju ako vektor
poloZaja r, tatke M, koja pripada pravoj g zadovoljava i jednacinu
prave p, tj. postoji skalar \ takav da je » = i + Ap, odakle je

rn—n = A\p,

tj. i vektori r, — ri i p su kolinearni. Dakle, prave p i g se poklapaju
ako postoje skalari A1 i A\, takvi da je

g=MXA

Ty
oY
I
o
|
>
N
o

Primer

Pokazatidasepravep:%zy_1 zgiq:x——zzﬂ—ﬂ
poklapaju.

24 / 37



Paralelne prave

Prave p i g su paralelne ako imaju kolinearne vektore pravaca pi G i
vektor poloZaja r> tatke M, koja pripada pravoj g ne zadovoljava
jednalinu prave p, tj. za svako A je i # 1+ Ap, tj. i — 1 # Ap.
Dakle, prave p i g su paralelne ako

I G=MF i YN B £ AP

Pokazati da su prave p : 5 =
paralelne.
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Prave koje se seku

Ako za vektore p, Gi r, — 11, gde su 11 i ;> vektori polaZaja tatke na
pravoj p i pravoj g redom, a p'i g su njihovi vektori pravaca vaZi

(Fxq) (-R)=0 i Fxg#0

prave p i q leZe u istoj ravni i seku se.

Presec¢na tacka pravih p i g odreduje se reSavanjem sistema jedna&ina

—

p:F=R+Ap i q:F=n+04,

koji se svodi na
A+Ap=n+64.
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Prave koje se seku

Zan=(xi,y,2), = (x,Y22), pP=(p1,Pp2ps3)i §d=(91, ¢, q3)
dobija se

(X1 4+ Ap1, y1 + Ap2, 21 + Ap3) = (2 + 0qu, y2 + 02, 22 + 0g3),
tj. sistem jednacdina
it Apr=x2+0G N yi+Ap=y2+0q0 N z1+Ap3=2+0q
koji ima jedinstveno reSenje po A i 6.

Uvrstavanjem dobijene vrednosti parametra A\ u jednalinu prave p
dobija se tacka preseka pravih p i q.
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Ugao izmedu dva prave koje se seku

Svake dve prave koje se seku obrazuju dva ugla, jedan je manji ili
jednak od pravog ugla, dok je drugi vedi ili jednak sa njim. Uvek se
uzima da je ugao izmedu dve prave koje se seku iz intervala (0, 5].
Ugao izmedu pravih p i q koje se seku, u oznaci <(p, q), jednak je
uglu izmedu vektora koji su kolinearni njihovim vektorima pravaca p i
g za koji je kosinus nenegativan. Za ugao <((p, q) € (0, 3], ugao
izmedu pravih p i g koje se seku, na osnovu definicije skalarnog
proizvoda vektora sledi da je

—

_1p-4q
A1 14]

Prave p i g su uzajamno normalne ako je <(p, q) = 3, tj.
cos<((p,q) =0, tj. ako i samo ako je

cos <(p, q)

p-q=0.
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Prave koje se seku

Primer

|
|
I
w
T
r\)

Pokazatidasepravep:%:y—?’z:z—iq =124
seku, odrediti njihovu prese¢nu tacku i ugao <I(p, q) izmedu pravih p
iq.

Vektori pravca pravih pi g su p=(1,3,1) i g=(1,4,2) nisu
kolinearni prave p i g nisu paralelne, niti se poklapaju.

PG = (0,1,1).

MeSoviti proizvod vektora p, G i @ jednak je nuli, pa su vektori p,
i PQ komplanarni tako da se prave p i g seku.

Zajednitka tatka S(x, y, z) pravih p i g zadovoljava jedna&inu prave
p i jednadinu prave q, tj. vazi:

x=2+t=2+k y=2+3t=3+4k, z=3+t=4+2k

ReSavanjem sistema jednadina dobijase k=t=—-1, x=1, y = —1
i z =2, tj. tatka preseka je S(1,—1,2).



Prave koje se seku

Iz

(g P @ 1131) (1.42) 16 16y231
cos ,q) = T = - — :
PO 86 L3 )1(1,42)]  vilvel | 11

sledi
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Miloilazne prave

pg .
|

Ako vektori p'i ¢ nisu kolinearni (p'x ¢ # 0)
(Pxq)-(n—r)#0

gde su r; i 5 vektori poloZaja tatke na pravoj p i pravoj g redom, a p
i @ su njihovi vektori pravaca, prave p i g ne leZe u istoj ravni i one su
mimoilazne.

Za mimoilazne prave p i q postoji zajednicka normala n. Neka su
prave p i g date u vektorskom obliku, tj.

p:r=n+Ap i q:rf=n+Xqd.

Zajednitka normala n je normalna na pravu p i na pravu g, tako da se
za vektor pravca i zajednitke normale pravih p i ¢ moZe uzeti
vektorski proizvod vektora p'i g, tj.

A=pxqg+#0.
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Miloilazne prave

Neka je a; ravan koja sadrzi pravu p i zajedni¢ku normalu n
mimoilaznih pravih p i g. Vektor normale n; ravni oy je normalan na
vektore pravaca prave n i prave p tako da je

—

nlzﬁXﬁ.

Uvrstavanjem n = p X g u datu jednakost dobija se

—

m = (

Ty

X q) X p.

Ravan «a; sadrzi pravu p pa samim tim i tacku prave p &iji je vektor
poloZaja ri. Dakle, ravan «; je odredena tatkom ¢&iji je vektor
poloZaja r; i vektorom normale ;.

Sli¢no, neka je oy ravan koja sadrzi pravu q i zajedni¢ku normalu n
mimoilaznih pravih p i g.

Presek ravni oy i ay je zajednicka normala pravih p i q.
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Prava i ravan

Date su prava p i ravan «, gde je iy = (xo, Yo, 20) vektor poloZaja
tatke My prave p, p = (p1, p2, p3) vektor pravca prave p i
n = (A, B, C) vektor normale ravni a.

Ako je pLa tj. p-n=0,i My € « prava p pripada ravni cv.
Uslovi p- "= 01 My € « su ekvivalentni sa

p1A+sz+p3C:O A AXO+By0+CZO+D:O.

Ako je pLni My & « prava p je paralelna ravni oc. U ovom slu¢aju
vazi

p1A+sz+p3C:O N AXO—|-B_)/0—|-CZO+D7£O
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Prava i ravan

Ako p'i n nisu normalni, tj.
prA+ p2B+ psC # 0,

prava p i ravan « se seku. Kaze se i da prava p prodire ravan . U
ovom slucaju prava p i ravan « imaju jednu zajedni¢ku tacku koja se
naziva tacka prodora.

Zamenom x, y i z iz parametarskog oblika jednaline prave

X=X+ Ap1, Y=Yo+tAp, z=2+Ap3
u opsti oblik jednacine ravni Ax + By + Cz + D = 0 dobija se
A(xo + Ap1) + B(yo + Ap2) + C(20 + Aps) + D =0

odakle je
AX() -|— B_yo + CZO + D
Ap1+ Bpy + Cps
Uvrstavanjem dobijene vrednosti parametra A u parametarski oblik
jednacdine prave dobijaju se koordinate tacke prodora P.

A\ =




Primeri

Primer

Ispitati medusobni poloZaj ravni o : 2x —y +z — 6 = 0 i prave p, ako
Jje
x—1 y+1 =z-4
Ori—H— =% =%
z—06
1
-1 z+1
3 17
_ y—1 z+1
Ori— =77
Ako se prava i ravan seku odrediti tacku prodora.

|
< RI<

© ©
R TR

X N[ X | X

+
N
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Primeri

Rastojanje tatke T od prave P jednako je intenzitetu vektora ?,
gde je tatka Q tatka prodora prave p kroz ravan koja prolazi kroz
ta¢lu T i normalna je na pravu p.

Primer

Odrediti rastojanje tatke T(2,1,5) od prave p : %72 = Y20 = Z£2,
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Primeri

Primer

Data je tacka A(—1,—4,4) i ravan o : 2x + 5y — 3z = 4. Izraunati
rastojanje tacke A od ravni «.

Primer

Napisati jednacinu ravni o koja sadrZi prave p :

. x=2 _ y=3 _ z—4
9= =2 = 2

Primer

Napisati jednacinu ravni o koja sadrZi prave p : 5 = y=1_
. x—2 __ y=3 _ z+5
q9: =74 =5 = 1>
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