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Vezbe iz Matematike 3

1. Analiticka geometrija

e Rastojanje izmedu tacaka A(x1,y1,21) 1 B(22, y2, 22) jednako je intenzi-

tetu vektora ﬁ tj.

d(A, B) = |AB| = /(23 — 212 + (g2 — 1) + (22 — 21)°.

e Koordinate tacke C' za koju vazi da je AC =\-CB (A# —1) su

T1+AT2 Y1+ Ay2 21+ Az

C .
( I+ 7 14X 1+)\)
Sredina duzi AB je tacka S(ml—;m,yl;m,zl;—@).
Ravan
Mo

e Skalarna jednacina ravni « kojoj pripada tacka M (x1,y1,21) i koja je
normalna na nenula vektor 7, = (4, B,C) je

Alx —21) + By —y1) + C(z — 1) = 0.

Vektor 71, se zove vektor normale ravni «. Za vektor normale ravni
vazan je samo pravac, a ne intenzitet i smer .

e Opsti oblik jednacine ravni je

Ax+By+Cz+ D =0.
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Zadatak 1.1. Napisati jednac¢inu ravni « koja sadrzi tacku A(2, 3,0) i norma-
Ina je na vektor B?, gde je B(1,1,—1) i C(0,0,3).

Resenje.

Q

S

[
[

|

l

Vektor normale ravni o je kolinearan vektoru BC = (—1,-1,4) = —(1,1,—4).
Mozemo uzeti da je vektor normale ravni o vektor

fio = (1,1, —4).
Jednacina ravni a koja sadrzi tacku A i normalna je na vektor 7, je
a:l(z—2)+1(y—3) —4(z—0) =0,

tj.
a:r+y—4z—5=0.

Zadatak 1.2. a) Napisati jednacinu ravni « koja sadrzi tacke A(—1,6,3),
B(3,-2,-5) i C(0,1,0).

b) Ispitati da li tacke D(1,1,3) i E(1,5,0) pripadaju ravni «.

c¢) Odrediti realan parametar p tako da tacka F(1,p, 3) pripada ravni a.

Resenje.
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a)

Kako tacke A, B i C pripadaju ravni «, vektor normale ravni « je norma-
lan na vektore AD i 1@, gde je AB — (4,—-8,-8) i R = (1,-5,-3).

Vektor normale ravni « je kolinearan sa vektorom

ABxA0—| 4 s fs — (~16,4,-12) = —4(4, —1,3).
1 -5 =3
Mozemo uzeti da je vektor normale ravni «
fiq = (4,-1,3).
Jednacina ravni a koja sadrzi tacku A i ima vektor normale 7i, je
a:4(z+1)—1(y—6)+3(z—3) =0,
tj.
a:dr—y+324+1=0.
Uvrstavajuéi koordinate tacke D u jednacinu ravni o imamo da je

4-1+9+1=13#0,

tako da tacka D ne pripada ravni o. Analogno, za tacku E imamo da je
4—54+0+1=0 itacka F pripada ravni a.

Kako tacka F' treba da pripada ravni «, koordinate tacke F' treba da
zadovoljavaju jednac¢inu ravni «, tj. treba da vazi

4—p+9+1=0.
Resavanjem navedene jednacine dobijamo da je p = 14, tj. trazena tacka

Je
F(1,14,3).
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Medusobni polozaj dve ravni

Date su ravni
a:Aix+Biy+Ciz+D1 =0 i f:Asx+ Boy+ Caoz+ Dy =0.

Vektor normale ravni « je @, = (A1,B1,C1), a fig = (Ag, By, C2) je vektor
normale ravni 3 .

e Ravni su paralelne ako su im vektori normala kolinearni 7, = Aiig,
(A € R\{0}) i ako je Dy # X\ Ds.

e Ravni se poklapaju ako su im vektori normala kolinearni 7, = Mg,

(A € R\{0}) i ako je Dy = A Ds.

e Ako vektori 7, i 7ig nisu kolinearni (i, # Mig) ravni a i 8 se seku.

Ugao ¢ izmedu ravni a i § je ugao izmedu vektora 7, 1 fig pri ¢emu je
0 <¥X(7la,7p) < 5, Sto znaci da je

|ﬁa 'ﬁ6|
COS = ——
2= Jialliig]

Zadatak 1.3. Date suravni a : 2x +py+2 =31 8 : 62 + 8y + 3z = 15.
Odrediti realan parametar p tako da

a) ravan « bude paralelna sa ravni 3.

b) ravan « bude normalna na ravan .

Resenje.
a) Da bi ravan « bila paralelna sa ravni 8, vektori njihovih normala
o = (2,p,1) 1 7ig = (6,8,3)
treba da budu kolinearni, tj. treba da postoji m € R\{0} tako da je
g =M - flo
(6,8,3) =m(2,p,1) & (6,8,3) = (2m, mp, m).
Na osnovu definicije jednakosti dva vektora dobijamo sistem jednacina

6=2m, 8=mp, 3=m

8
¢ijim reSavanjem dobijamo da je p = 3"
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b) Da bi ravan « bila normalna na ravan £, vektori njihovih normala treba
da budu normalni (7, L 7ig), tj.

fiq - g = 0, odnosno 124 8p+3 =0.

15
Resavajuéi navedenu jednacinu dobijamo da je p = 3

Zadatak 1.4. Napisati jedna¢inu ravni § koja sadrzi tacku B(—2,7,3) i pa-
ralelna je saravni a: x —4y + 52 — 1 = 0.
Resenje.

Kako trazena ravan 3 treba da bude paralelna sa datom ravni «, vektori norma-
la su im kolinearni, tako da mozemo uzeti da je

fig = fiq = (1,—4,5).
Jednagina ravni 3, koja sadrzi tacku B(—2,7,3) i ima vektor normale 7ig, je:
B:1(x+2)—4(y—T7)+5(z—3)=0,
tj.
Bix—4y+52+15=0.

Zadatak 1.5. Napisati jednacinu ravni v koja sadrzi koordinatni pocetak i
normalna jenaravni a: 2z —y+524+3=0if:2+3y—2—-7=0.

Resenje.

Ravan 7 je normalna na ravni a i 3, tako da je vektor normale ravni v kolinearan
vektorskom proizvodu vektora 7, = (2,—1,5) i fig = (1,3, —1). Kako je

i j ok
fiaXfg=|2 —1 5 |=(=14,7,7)=—=7(2,—1,-1),
1 3 -1

za vektor normale ravni v moze se uzeti
fy = (2,—-1,-1).

Trazena jednacina ravni v, sa vektorom normale 7., koja sadrzi koordinatni
pocetak 0(0,0,0) je

v:2(x—0)—1(y—0)—1(z—0) =0,

tj.
y:2x —y—2z=0.
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Prava

R

as, a
D 1, 42, &3

e Kanonicki oblik jednacine prave p koja sadrzi tacku A(aq,az,as) i
koja je paralelna vektoru p' = (p1, p2,ps3) je

xr —ax Yy —a Z — as

P1 D2 %

Vektor p' se naziva vektor pravca prave p. Za vektor pravca prave vazan
je samo pravac, a ne intezitet i smer.

e Parametarski oblik jednacine prave p je
p: x=a1+1ip1, y=as+ips, z=a3z+1ps,

gde je t realan parametar.

Zadatak 1.6. Napisati jednac¢inu prave p koja sadrzi tacku A(1,2,—3) i ima
vektor pravea p= (2,1,0).

Resenje.

Zadatak 1.7. Napisati jednacinu prave p koja sadrzi tacke A(3,2,—1)1 B(0, 3,5).

Resenje.

//
p

Vektor pravca prave p je kolinearan vektoru E = (0,3,5) — (3,2,-1) =
(=3,1,6). Dakle, p= (-3,1,6).

Kako npr. tacka A(3,2,—1) pripada pravoj p, dobijamo da je jednagina prave

=3 y—-2 z+1
T
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Medusobni polozaj dve prave

Neka je prava p odredena tackom A(aq, aq, a3) i vektorom praveca g = (p1, p2, p3),
a prava ¢ tackom B(by, ba, b3) 1 vektorom pravea ¢ = (¢1, g2, g3)-
e Ako je § = Ap za neko A € R\{0} i ako tacka A prave p ne pripada
pravoj ¢, onda su prave pi g paralelne.

e Ako je ¢= M\p'za neko A € R\{0} i ako tacka A prave p pripada pravoj
q, onda se prave p i ¢ poklapaju.

e Ako vektori i ¢ nisu kolinearni (¢ # Ap) i 1@ -(Px q) =0, tada se
prave p i q seku.

Ugao ¢ izmedu pravih p i q je ugao izmedu njihovih vektora pravaca, pri
cemu je 0 < ¢ < 7, 8to znaci da je
cosp = M

171141

e Ako vektori p'i ¢ nisu kolinearni (§ # Ap) i AB - (P x ) # 0, tada su
prave p i ¢ mimoilazne.

Zadatak 1.8. Ispitati medusobni polozaj pravih. Ako se seku naéi tacku
preseka.

) r y—1 =z r—2 y—2 z-6
a —_—__= ——= - N = =
Pro= T Ty 2 12
b) z_y—1 =z x—=2 y—3 z+95
Pro =1 T T T T T T
) r—2 y—2 z-3 r—2 y—3 z-4
C M = = N = =
L 3 1 9 4 2
d) =3 y—-3 =z+1 T g_z—f—Z
Prmym T T T YT 0T T
Resenje.

a)

K

p: 5 =
ﬁ: (2, 176)a P(O7 1a0) € 2
i: (47 27 ]‘2)7
qd = 2p = prave p i ¢ su ili paralelne ili se poklapaju.
Koordinate tacke P zadovoljavaju jednacinu prave q jer je

0-2 1-2 0-6
4 2 12

= P € q¢ = prave p i q poklapaju.
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—~

p=(2,1,6), P(0,1,0) € p,
qd=(—4,-2,-12),

¢ = —2p = prave p i g su ili paralelne ili se poklapaju.
Koordinate tacke P ne zadovoljavaju jednacinu prave q jer je

0-2 ,1-3 045

—4 7 —2 7 —12
= P ¢ q = prave p i ¢q su paralelne.
c)
r—2 y—2 z-3 r—2 y—3 z—-4
p = = g = =
1 3 1 1 4 2

p=(1,3,1), P(2,2,3) € p,
(j: (1747 2)’ Q(27 374) e Q7

G # ap = prave p i ¢ se ili seku ili se mimoilaze.

PO = (2,3,4) — (2,2,3) = (0,1,1),

PG (7% q) =

=0=p i q seseku.

— = O
[NV
N =

S(z,y, z) - tacka preseka pravih p i q.

-2 -2 -3

—4
¢ =" = 3 =k = q:x2=k+2, y=4k+3, 2 =2k+4.

Tacka S zadovoljava jednacinu prave p i prave ¢, tj. vazi:

t+2=Fk+2
3t+2=4k+3
t+3=2k+4.

Resenje ovog sistema je k =t = —1. Tadajexz =1,y = —11 z = 2, tj.
trazena tacka preseka je
S(1,-1,2).

x—=3 y—3 =z2+1




Vezbe iz Matematike 11

ﬁ: (4,17_1)a P(373a _1) €p,
q_': (2707 1)a Q(07O7 _2) €q,

q # ap = prave p i ¢ se ili seku ili se mimoilaze.

PO = (0,0,—2) — (3,3,—1) = (=3, -3, 1),

-3 -3 -1
F@(ﬁx(j’): 4 1 =1 |=17#0=p i ¢ se mimoilaze.
2 0 1

Zadatak 1.9. Napisati jedna¢inu prave ¢ koja sadrzi tacku A(1,—1,0) i para-
lelna je sa pravo v 77y 17,2
n ravom p : = — =_.
jesap P = =%

Resenje.

Kako je p || ¢, moze se uzeti da je §=p = (3,—2,5).

e—1 _ y+1 =z
T T T T
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Medusobni polozaj prave i ravni

Neka je i, = (4, B, C) vektor normale ravni « i = (p1, p2, p3) vektor pravca
prave p. Neka je A(aq,as,a3) tacka prave p.

e Ako je p- 1, = 01 ako tatka A pripada ravni «, tada prava p pripada
ravni a.

e Ako je p'- 7l = 0 i ako tacka A ne pripada ravni «, tada je prava p
paralelna ravni a.

e Ako je p- i, # 0, tada prava p sece ravan a.

Zadatak 1.10. Ispitati medusobni polozaj ravni v : 2x —y+2 —6 = 0 i prave
p, ako je

a) p — — T
r y z-—6
b)p:=—=%=
)piy=1= "1
) T —1 z+1
c)p:=—=2— =
Pro =73 1

Ako se ravan « 1 prava p seku, naéi tacku preseka.

Resenje.
e = (2,—1,1).

a)
r—1 y+1 2-4

-1 -1 1
ﬁ: (_17 _1a 1)7 A(17 _174) ep

p:

p1g =—24+141=0 = prava p je ili paralelna sa ravni « ili pripada
ravni a.

A(l,-1,4) ¢ ajerje2-1—(—1)+4—6 =1%# 0 = prava p je paralelna
sa ravni a.

b)

pro =
ﬁ: (1717_1)3 A(O7076) cp

P-fiqa =2—1—1=0 = prava p je ili paralelna sa ravni « ili pripada
ravni a.

A(0,0,6) € ajer je2-0—0+6 —6 =0 = prava p pripada ravni a.
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c)

p=1(2,3,1),
Pfig =4—34+1=2%#0 = prava p sete ravan «.
S(x,y,z) - tacka preseka prave p i ravni .

r y—1 z+4+1
p:§:T: 1 =t = p:x=2,y=3t+1, z2=t—1.
Kada se parametarski oblik jednacine prave p zameni u jednacinu ravni
a:2x —y+ z—6=0, dobijamo

2.2t — (3t+1)+t—1-6=0,

tj. t = 4. Tada je x = 8,y = 13, z = 3, odnosno zajednicka tacka prave p
iravni a je

5(8,13,3).

Zadatak 1.11. Napisati jednacinu prave p koja sadrzi tacku A(0,1,-2) i
normalna je naravan o : 3xr —y+ 2z —1=0.

Resenje.
Kako je p L a, moze se uzeti da je p =7, = (3,—1,1).
z_y—1 z+2

Prg = 1

Zadatak 1.12. Odrediti realan parametar a tako da prava
x y—-8 =z-1

Pry T a
) sec T Yy oz
a) see pravil ¢ : — = = = —;
1 1 1

b) bude paralelna ravni a: x —y + 3z — 5 = 0;

¢) bude normalna na ravan 8 :x — 4y +2z—1=0.
Resenje.

a) ﬁ: (7174a CL), P(07871) S P,
52 (17 17 1)7 Q(0,0,0) € q,
PG = (0,0,0) — (0,8,1) = (0,8, 1),

0
]@'(ﬁxq’): -1 4 a :78a73:02aa:72.
1 1 1
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b) ﬁ: (_17470“)7
ﬁa = (la 7173)a

ﬁ~ﬁa:flf4+3a:02aa:§.

fig = (1,—4,2),
pLB =7l
p=—Ta, tj. (—1,4,a) = —(1,—4,2) za a = —2.

Zadatak 1.13. Napisati jednacinu ravni o koju odreduju prave
r y—2 z+1 r+2 y-—2 z

pr—="—= i gq: = =—.

1 -1 0 3 -1 -1

Resenje.

Potrebno je prvo odrediti u kakvom su medusobnom polozaju prave p i q.
p=(1,-1,0), P(0,2,—1) € p,

7=3,-1,-1),Q(-2,2,0) e q,

PO = (~2,2,0) — (0,2, -1) = (~2,0,1),

-2 0 1
@'(ﬁXQ)ZI 1 -1 0 | =0 = prave pi q se seku.
3 -1 -1

(e}

~
<
O T

=(1,1,2).
3 -1 -1

Kako prava p treba da pripada trazenoj ravni, sve tacke te prave se nalaze u
ravni «, tako da i P(0,2,—1) € a.

a:1l(z-0)+1(y—2)+2(z+1) =0,

tj.
a:z+y+2z=0.
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Zadatak 1.14. Napisati jednacinu ravni « koju odreduju prave

y—2 z+1 r+2 y-2 =z

X
L= = 1 : .
A | 0 15 2 "0

Resenje.

Potrebno je prvo odrediti u kakvom su medusobnom polozaju prave p i q.
p=(1,-1,0), P(0,2,—1) € p,

7=1(2,-2,0), Q(-2,2,0) € q,

¢ = 2p'i tacka P(0,2,—1) ne pripada pravoj ¢ = prave p i ¢ su paralelne.

ﬁ(!
/P ? D
Q i q

Da bismo odredili vektor normale ravni «, treba naéi jos jedan vektor koji
se nalazi u toj ravni, a koji nije paralelan sa vektorom p. Trazeni vektor je

PO = (-2,2,0) — (0,2, —1) = (—2,0,1).

o L7 i fla L PQ = ity = x PO.
i

F=pxPO=| 1 -1

2 0

(-1,-1,-2).

=l
I

P(0,2,-1) € .
a:—=1(zx—0)—1(y—2)—2(2+1) =0,

tj.
a:rz+y+2z=0.
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Zadatak 1.15. Odrediti ortogonalnu projekciju tacke A(1,—4, —1) na pravu
r+1 y+3 z
p M = — =

2 2 -1’
Resenje.
Neka je A’ ortogonalna projekcija tacke A na pravu p.
e Ako A€ p,ondaje A=A
e Ako A ¢ p, postavlja se ravan o normalna na pravu p koja sadrzi tacku

A. Tada je anp = {A'}.

A(1,—4,—-1) ¢ p = postavlja se ravan « koja sadrzi tacku A i normalna je na
pravu p.

A

ﬁa:ﬁ: (2727_1),
a:2(z—-1)+2(y+4) —1(z+1) =0,
a:2x+2y—z2+5=0.

A'(z,y, z) se dobija u preseku prave p i ravni a.

1 3
a:;r :%:%:t = prx=2t—-1,y=2t—-3, z = —t.

p:
Zamenjujuci parametarski oblik jednacine prave p u jedna¢inu ravni « dobija
se
22t —1)4+2(2t—-3)—(=t)+5=0,
9t —3 =0,

L 71
373 3"
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Zadatak 1.16. Odrediti ortogonalnu projekciju tacke A(1,—4, —1) na ravan
a3z + 5y — 2z =4.
Resenje.
Neka je A’ ortogonalna projekcija tacke A na ravan a.
e Ako A€ a,ondaje A=A
e Ako A ¢ «, postavlja se prava p normalna na ravan « koja sadrzi tacku

A. Tada je anp={A'}.

A(1,—4,—-1) ¢ a = postavlja se prava p koja sadrzi tacku A i normalna je na

ravan c.

Mg
*A
I e
A D

ﬁ: ﬁ(x = (3757 _2)7

A’(x,y, z) se dobija u preseku prave p i ravni a.
—1 4 1

pr i YV A a4l y=5t—4, 2= —2%— 1.
3 5 -2

Zamenjujuéi parametarski oblik jednac¢ine prave p u jednacinu ravni « dobija

se

33t +1)+5(5t —4) —2(—2t — 1) =4,
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38t =19,
1
=3
1 5 3 5 3
=_] = y=——,2=-21tj. A(=,—=,—2).
Zat 2J€£C 2,y 2,2 , 1) (2, 5 )

Zadatak 1.17. Nadi tacku Ay simetriénu tacki A(2, —1,3) u odnosu na ravan
« :dx + 3y + 5z = 120. Odrediti rastojanje tacke A od ravni a.

Resenje.

Prvo ¢emo odrediti ortogonalnu projekciju tacke A na ravan a.

A(2,-1,3) ¢ a = postavlja se prava p koja sadrzi tacku A i normalna je na
ravan «. Tada je:

ﬁ: ﬁa = (47375)7

r—2 y+1 =2-3
4 3 57

p:
A’(x,y, z) se dobija u preseku prave p i ravni a.

r—2 y+1 =2-3
4 3 5

Zamenjujuci parametarski oblik jednac¢ine prave p u jednacinu ravni o dobija
se

p: =t = prx=4t+2,y=3t—1, z=>5t+3.

A(4t+2) + 3(3t — 1) + 5(5¢ + 3) = 120,
50t = 100,
t=2.
Zat=2jex =10,y =5, z =13, tj. A’'(10,5,13).
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Tacka A’(10,5,13) je sredina duzi AA;, gde je A(2,—1,3), a Ay(z,y,2). Tada
je
T+ 2 y—1 z2+3

—10, 2~ =
2 0, 2 5 2

odnosno x = 18, y = 11, z = 23. Dakle, A;(18,11,23) je traZena tacka.

13,

Rastojanje tacke A od ravni «, u oznaci d(4, «) je duzina vektora

—
AA" = (10,5,13) — (2,-1,3) = (8,6, 10).

Dakle, d(4, o) = v/82 + 62 + 102 = 10v/2.

Zadatak 1.18. Nadi tacku A; simetri¢nu tacki A(2,6,—3) u odnosu na pravu
x—=7 y—4 z-11

2 12

. Odrediti rastojanje tacke A od prave p.

Resenje.

Prvo éemo odrediti ortogonalnu projekciju tacke A na pravu p.

Prvo éemo odrediti ortogonalnu projekciju tacke A na pravu p.

A(2,6,—3) ¢ p = postavlja se ravan « koja sadrzi tacku A i normalna je na
pravu p. Tada je:
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o =P =(2,1,2),

a:2(x—2)+1(y—6)+2(z+3) =0,

a:2x+y+2z—4=0,

A’(x,y, z) se dobija u preseku prave p i ravni a.

r—7 y—4 2z-11
2 1 2

p: =t = prx=2+7y=t+4, z=2t+11.

Zamenjujudi parametarski oblik jednac¢ine prave p u jedna¢inu ravni o dobija
se
22t +7)+t+4+2(2t+11) -4 =0,

9t +36 = 0,
t=—4.

Zat=djex=—1,y=0,2=3,t. A(-1,0,3).

Tacka A’(—1,0,3) je sredina duzi AA;, gde je A(2,6,-3), a Ai(z,y,z). Tada

je
T+ 2 y+6 z—3
2 T2 2 ’

odnosno x = —4, y = —6, z = 9. Dakle, A;(—4,—6,9) je trazena tacka.

Rastojanje tacke A od prave p, u oznaci d(A4, p) je duzina vektora

—
AA" = (-1,0,3) — (2,6,—-3) = (—3,—6,6).

Dakle, d(A,p) = \/(—3)2 + (—6)2 + 62 = 9.
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2. Zadaci za samostalni rad

Zadatak 2.1. Napisati jednac¢inu ravni « koja je odredena tackama A(2,2,3),
B(0,0,5) i C(1,4,4).

Zadatak 2.2. Data je prava q : % — 42 _Z ; 6 i tacka M(2,6,—3).
Naci:
a) Jednacinu prave p koja sadrzi tacku M i paralelna je sa pravom g.
b) Jednacinu ravni « koja sadrzi prave p i q.
Zadatak 2.3. Data je tacka A(—1,—4,4) i ravan a : 2z + 5y — 3z = 4.
a) Odrediti jednacinu prave n koja sadrzi tacku A i normalna je na ravan a.
b) Odrediti presek prave n i ravni .
¢) Izracunati rastojanje tacke A od ravni a.
d) Odrediti tacku A; simetriénu tacki A u odnosu na ravan a.

Zadatak 2.4. Odrediti projekciju tacke A(2,1,5) na pravu

x—2 y—6 z+2
1 3 -1

Zadatak 2.5. Odrediti projekciju tacke A(1,12,3) na ravan « : 2z —y = 0.
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