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monotono nerastuéi niz ograniden s donje strane (b, > a1). pa i on konvergira.
Nelcajenﬁm bp =B .1z
-0

B-A= lim b, - lim an = lim (b —an) =0
n=—oQ n—=—oo =2

sledi da je B = A, tj. oba niza konvergiraju ka istom broju koji predstavlja
supremum niza e, i infinum niza b,. Ovaj broj pripada svim posmatranim
intervalima. Kako duZina posmatranih intervala tezi nuli to ne mogu postojati
dva broja koja bi pripadala svim posmatranim intervalima. v

Ovim je pokazano da niz suzavajuéih intervala ima jednu i samo jednu za-
jedni€ku tacku.

1.3 Granicne vrednosti funkcije

Realnu funkciju realne promenljive smo definisali kao funkeiju &iji domen
i kodomen su podskupovi skupa realnih brojeva. PonaSanje realne funkcije u
nekoj taéki, kao i za proizvoljno velike ili male vrednosti nezavisno promenljive,
odreduje se na osnovu graniénih vrednosti posmatrane funkeije.

1.3.1 Graniéna vrednost kada z — ¢

Sliéno kao kod nizova i za realnu funkcije f(z) moZemo definisati graniénu
vrednost kada nezavisno promenljiva tezi beskonaénosti, tj. kad nezavisno
promerljiva postaje veéa od bilo kog fiksnog pozitivnog realnog broja.

Broj A je graniéna vrednost funkcije kad z — +oc ako

Ve>0, 3A() >0, Vo > Ae), |f(z)-4f<e,

tj. ako Vz > zy, gde je 2o dovoljno veliko, vrednosti funkcije f(x) se nalaze
unutar proizvoljne e-okoline tatke A. (Podrazumeva se da je funkcija f(x)
definisana za dovoljno velike vrednosti x.) Kao i kod nizova. i ovde se za grani¢nu
vrednost upotrebljava oznaka " Ex_&o flx)=A. -

Ako broj A predstavlja graniénu vrednost funkcije f(z) kad z — -+oc,
kaZemo da prava y = A predstavlja horizontalnu asimptotu funkcije f(x)
kad z — +c.

Na isti nagin, za broj B ¢femo re¢i da predstavlja graniénu vrednost
funkcije kad z — —oc ako

Ye '> 0, 3A(¢) >0, Vz < ~-A(e), |f(z)-Bl<e.

Pisademo xlix_gm f(x)=B.

Ako broj B predstavlja graniénu vrednost funkcije f(z) kad z — —o0,
kazemo da prava y = B predstavlja horizontalnu asimptotu funkcije f(z) kad
r — —0oQ.
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AkoVz > xo gde je zo dovoljno veliko, vrednosti funkeije postaju proxzvoljno
velike, tj. ako

VK >0, 3A(K) >0, Vo> A(K), fz)>K,

onda je zlir_‘r_xoof(z:) = +0c0 . Ako umesto uslova f(z) > K wvazi f(x) < ~K,
onda je szoof(z) = —0C .

Na slican naéin se moze definisati analogno ponasanje funkeije kad z — —ce.
Lako je videti daje

im z™ =400 zam>0
T—400

jrVYK >0, 2™ >K < x>K=,paje A(K)=K=.
Na isti na¢in se pokazuje da je
1

—=0.z2m>0
r—t0c T

jervVe>0, [k —-0|<s & z> (3 )'}" pa je A(e) = (1 )J'

Ovaj primer ilustruje tvrdenje: Kad jedna veli¢ina tezi beskonaZnosti. onda
njena reciproéna vrednost tezi nuli.

MoZe se pokazati da za rafunanje sa grani¢nim vrednostima funkcija vaZe
ista pravila kao i za radunanje sa grani¢nim vrednostima nizova:

Neka su f(z) i g(x) dve realne funkcije definisane za sve z > xq, gde je zg
dovoljno veliko, i neka postoje graniéne vrednosti ovih funkcua. lcad T — +cc.
Tada je

L lm (f(z)%9() = Elfoo f@) £ ',mg(x)
2 lLm (f(a)-g(@) = lm f(z)- lm g(a),

@) zﬁm (-")
emtoo gz) | _Im_g(@)

, uz uslov lim g(z) # 0.
T=—rt00 .

4. Ako za svako z > To, gde j Je zo dovol]no veliko, vaZi f (:z) < g(z) onda je
Lm f(z) < lim g(z).
5. Ako je lim f(z)= 113_1 g(z) = A, a funkeija h(z) je takva da za svako
L - xo, gde Je zo dovoljno vehko vaz f(z) < h(:r) g(z), onda je i
hm h(x)

Ista pravila vaZe i za ratunanje sa grani¢nim vrednostima realnih funkcija kad
T — —00. :
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Ako dve funkcije f(x) i g(x) obe teZe ili +oo ili —co kad z — +00. 2

. JG) : ; =l
Sl P e 1 i zl{l}}m(f(x) - g(z)) =0,

kazemo da je funkcija g(x) asimptota funkcije f(z) kad z — +o0.
U specijalnom sluéaju, da bi funkcija g(z) = kz + n (koja predstavlja
. 2 5 . . . R {2} __ . .
jednaéinu prave) bila asimptota funkcije f(z), iz xllvl-?océ.:“— = 1, delenjem
brojioca i imenioca sa x dobijamo’
= lim L2

z—+oo ¥
T T |

s—Foo k+8B Kk

H

odakle je k=_lim L
T=-+40C
Iz zlig_:l (f(z) = (kx +n)) =0sledida je n= lir}_lm(f(a:) —kz) .
—p o I+

Prava y = kx + n sa ovako odredenim koeficijentom pravea k i odsec¢kom na
y-osi n predstavlja kosu asimptotu funkcije f(z) kad z — +oc.

Na isti nadin se dolazi i do jednacine kose asimptote kad z — —oc.

Primetimo da i u sludaju kad prava y = A predstavlja horizontalnu asimp-
totu funkeije f(z) vazi da je lim 48 =4 Jlim (f(2) - 4) =0.

1.3.2. Graniéna vrednost u tacki

Kod funkcija je moguce definisati i graniénu vrednost funkcije u tagki. Po--

sebno se mogu definisati leva i desna grani¢na vrednost.

Za broj A éemo reéi da predstavija levu graniénu vrednost funkcije f(z)
u tagki z¢ ako se vrednosti funkcije nalaze u =-okolini tatke A za sve vrednosti
z koje se nalaze ulevo od tatke 29 na dovoljno malom rastojanju, tj. ako

Ve >0, 36(e) >0, Vx € (zo—46,%0), |f(z)-Al<e.
Uslov |f(x) — A| < ¢ moZemo zapisatiiuobliku A—z < f(z) < A+=.
Za levu grani¢nu vrednost upotrebljavamo oznaku litzn J{z) = A.
T=—Tp=—

Za broj B éemo reéi da predstavlja desnu graniénu vrednost funkcije f(x)
u tadki zp ako se vrednosti funkcije nalaze u e-okolini tacke B za sve vrednosti
% koje se nalaze udesno od tacke zp na dovoljno malom rastojanju, tj. ako

Ve >0, 36(e) >0, Vx € (z0,2z0+6), |f(z)-Bl<e.

Za desnu graniénu vrednost upotrebljavamo oznaku y lix;n+ f(z) = B.
—+ZTo

Ako su leva i desna graniéna vrednost u nekoj tacki zg iste, onda funkcija
ima grani¢nu vrednost u tacki zp, sto zapisujemo kao

lim f(z)=A.
Z—zg

P R R A S e LR AN O U R S A M R v e
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Dakle, f(z) = A kad z — x4 ako
Ve>0, 30(e) >0, Vze(xo—6,xzo+0) A z#20, |f(z)—-A4]<=.

Primetimo da je u prethodnim definicijama bilo potrebno da funkeija f(z) bude
definisana u nekoj okolini tatke zp, dok u samoj taéki ne mora biti definisana..
Moguce je da funkcija u nekoj tacki tezi ka +oc ili —o0.
Redi ¢emo da je zli'nzlo f(z) = +20 ako

VK >0, 38(K)>0, Vz€(zo—0,70+08) A z#20, flz)>K.

Na isti nacin se moZe definisati i 3:Iing f(z) = —oc, kao i odgovarajuée jed-
—Zo
nostrane grani¢ne vrednosti.
Na osnovu definicije vidimo da je

lim l~—=+o<>

jerjeVK >0, 2> K & z<+4,pajed(K)=+.

Ovaj primer ilustruje tvrdenje: Kad jedna veli¢ina tezi nuli, onda njena
reciproéna vrednost teZi beskona&nosti.

Za ratunanje sa grani¢nim vrednostima funkcija u tagki vaZe ista pravila kao
i za ratunanje sa grani¢nim vrednostima kad x — +oco.

Ako je bar jedna od jednostranih grani¢nih vrednosti funkcije f(x) u tacki zg
beskonatna, onda za pravu = = z; kaZemo da predstavlja vertikalnu asimp-
totu funkcije f(x).

Primer 1.15 Funkcija y = e* u tadki z =0 nema graniénu vrednost jer leva i
desna graniéna vrednost u tacki x = 0 nisu iste. Naime,

lim ef=0 i lim eJ='=+oo.

z—0— z—0+4

Prava z = 0 je vertikalna asimptota ove funkcije. Funkcija se pozitivnom delu
y-ose asimptotski pribliZava samo sa desne strane.

1.3.3 Granine vrednosti funkcija 322 i (142)* kad.z — 0

Koristedi pravila za ratunanje sa grani¢nim vrednostima funkcija izrauna-
¢emo dve grani¢ne vrednosti koje se Cesto upotrebljavaju u praksi:

a) Posmatrajmo jedini¢nu kruZnicu i uoéimo centralni ugao z, 0 <z < Z.
Duzina luka koji odgovara uocenom uglu je jednaka z pa je

sinz <z < tgr.

— e

SR —
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b) Posmatrajmo proizvoljno veliki realan broj t. Funkcija h(t) ="(1 - ;)t A

1 REALNE FUNKCIJE REALNE PROMENLJIVE

Za reciproéne vrednosti vazi £22 < 1 < A~ MnoZenjem sa sinz, posto

jesinz > 02a 0 < z < %, dobijamo
cosz < ¥BE < 1.
Kako je graniéna vrednost funkcija f(z) = cosz i g(x) = 1, kad ¢ — 0,
ista i iznosi 1, to je i
lim #i8E =7,

z—0 %

kad t — +00, predstavlja neodreden izraz oblika " 1°°”,
Jasno je da za svaki dovoljno veliki realan broj t

JneN, n<t<n+1l.

Tada je =21 < 1 < 1 . Nakon dodavanja broja 1 svakom izrazu u prethod-

noj nejednakosti, a s obzirom nan <t < n + 1, imademo da je

= t +1
(1+,ﬁ?) <(1+H <(1+H)".

Kada t — 4o tada i n — +oc. Kako je
L ( * n-lbl)n“.
i A=
N=—G

; yril
nhm (1 e

lim (1_+%)n+1== Iim (1+;};)n-(1+l)=e.1=e,

Nn=—-occ n—oo
e . 1 t e
tojel lim (1+3) =e
Smenom ¢ = % se direktno dobija da je Iil&_(l +x)T =e.
. T —
Moze se pokazati da je i odgovarajuca leva graniéna vrednost ista pa je

lim(14+2)% =e.
z—0

1.4 Neprekidnost funkcije
1.4.1 Neprekidnost u tacki

Ako je funkcija f(x) definisana u nekoj okolini tatke zg kao i u samoj tacki

zg i ako je

Jim f(2) = f(zo),

onda kazemo da je funkcija f(z) neprekidna u tacki zg.

Dakle, za neprekidnost funkcije u tacki potrebno je da

Vil
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1. postoji grani¢na vrednost funkcije u posmatranoj tacki i

2. da ta graniéna vrednost bude bas jednaka vrednosti funkcije u posmatra-
noj tacki.

Prema definiciji graniéne vrednosti funkcije u tacki to znadi da
Ye >0, 3(e) >0, |z—mzol <d(e), [f(z)— flzo)] <e.

Izraz Az = z — zp se naziva prirastaj nezavisno promenljive.

Vidimo da je vrednost promenljive z u okolini tatke zo moguée prikazati
preko prirastaja nezavisno promenljive kao z = zg + Ax. Tada je odgovarajuéa
vrednost funkcije f(z) = f(zo + AzZ).

Izraz Ay = f(x+Az) - f(z) se naziva prirastaj funkcije. Prirastaj funkciie
u tacki zg je Ay = f(zo + Ax) — f(z0).

' T(z,y)
f(l') _s‘\
Ay v = f(z)
f (o) [A(x0, yo)
O [ Zo Axr T

Vidimo da je funkcija neprekidna u nekoj tacki ako dovoljno malom prirastaju
nezavisno promenljive odgovara proizvoljno mali prirastaj funkcije, tj. ako je

lim Ay=0.
Az _

Drugim retima malim promenama nezavisno promenljive odgovaraju male pro-
mene funkcije. :

Na osnovu pravila za radunanje sa graniénim vrednostima funkcija lako se
moZe pokazati slede¢e: Ako su f(z) i g(z) dve neprekidne funkcije u nekoj tagki
2o, onda je i _

1. h(z) = f(x) + ¢g(x) neprekidna funkcija u posmatranoj tacki,
2. h(z) = f(z) - g(z) neprekidna funkeija u posmatranoj tagki,

3. hiz) = i{% neprekidna funkcija u posmatranoj tacki, pod uslovom da je
g9(zo) # 0.
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1z definicije neprekidnosti funkcije u tacki vidimo da funkeija nije neprekidna
u nekoj tacki, tj. da u nekoj tacki postoji prekid funkcije ako bilo koji od dva
uslova koji su potrebni za neprekidnost nije ispunjen:

a) Ako postoji grani¢na vrednost funkcije u tacki, ali ona nije jednaka vred-
nosti funkcije, §to znadi da funkcija moZze biti i nedefinisana u posmatranoj
tadki, radi se o prividnom prekidu funkcije.

b) Ako u posmatranoj tacki ne postoji grani¢na vrednost. sto se desava ako
su leva i desna grani¢na vrednost konaéni ali razli¢iti brojevi ili ako je
bar jedna od.jednostranih graniénih vrednosti beskonacna ili uopste ne
postoji, radi se o stvarnom prekidu funkcije.

Primer 1.16 Funkcija f(z) = ¥2% ima u taéki z = 0 prividan prekid jer u ovoj
tacki nije definisana, ali postofi graniéna vrednost funkcije u ovej tacki. Naime,
 pokazali smo da je lin% ‘-’-‘-32 = 1. Owvaj prividan prekid je moguce otklonit: tako
2 —
§to se umesto funkcije f(x) posmatra funkcija
sinz Z
5 e e e
§(z) = { 1 z=0"

Jasno je da g(x) predstavija neprekidnu funkciju u tacki x = 0.
Primer 1.17 Funkcija f(z) = et ima stvarni prekid u tacéki z = 0. U Primeru
1.15 smo videli da je leva graniéna vrednost u ovoj tacks :g_rgx_ flz) =0, adesna

Iir€+ f(z) = +o0, tako da ne postofi graniéna vrednost posmatrane funkcije u
T—+

tacki z = 0. '

Posmatrajmo slozenu funkciju f(g(a)) definisanu u nekoj okolini tacke zg.
Ako funkcija u = g(z) ima grani¢nu vrednost u tacki xg, tj. ako je
Jm o(e) =

i ako je funkcija f(u) neprekidna u tatki 3. tj. li‘n}g f(u) = f(B), s obzirom da
u— 3 kad 2 — 19, a f{u) = f(g(x)), vidimo da je '

Jim fa@) = £9) = £ (lim, o)) .
Ovim smo pokazali da je dozvoljéno s limesom uéi pod neprekidnu funkeiju.

Primer 1.18 Posmatrajmo funkciju h(z) = In(l 4+ x). Kako je f(x) = lnz
neprekidna funkeija u bilo kojoj taéki iz skupa RY, to je

l.iir(xlln(1+z)=ln(zli_1310(1+x)) =lnl=0.

Ako je funkcija u = g(x) neprekidna u tacki zo, a funkcija f(u) neprekidna
u tacki 8 = g{(zg), jasno je da je sloZena funkeija f(g(z)) neprekidna u tacki zp.
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1.4.2 Neprekidnost na intervalu

Funkcija je neprekidna na intervalu (otvorenom ili zatvorenom) ako je
neprekidna u svakoj tacki posmatranog intervala.

Posmatrajmo funkciju f(x), koja je neprekidna na zatvorenom intervalu (a, b]
1 koja na krajevima tog intervala uzima vrednosti razli¢itog znaka, tj. za koju
je f(a)- f(b) < 0. Podelimo interval (a, b] na dva dela tagkom ¢ = 2. Moguéa
su dva slucaja:

a) fle) =

b) f(c) # 0. U ovom slutaju jedan od dobijenih podintervala [a, ¢} ili [c, b] je
takav da funkcija f(z) na njegovim krajevima uzima vrednosti razli¢itog
znaka. Oznaéimo taj interval sa [a;,b;] i ponovimo opisan postupak
polovljenja.

Ako, stalno ponavljajuéi opisan postupak, ni u jednoj deobenoj tacki vrednost
funkcije f(z) ne bude jednaka nuli, onda smo dobili niz suzavajuéih intervala
jer je
[CL, b]: [al, bl} D [ag, bz} 3 ene D [an, bn] D
lim (bn —6n) = lim %22 =0.
nN—00 E =G

Poznato je da postoji samo jedna tacka £ koja pripada svim ovim intervalima i
Za nju vazi
£= lim a, = hm bn.

N0

Kako je f(an) - f(bn) < 0 za svako n € N, to je nh_ngc f(an) - f{bn) < 0. Posto

je f(2) neprekidna funkcija na intervalu [a, b}, tj. u svakoj tagki ovog intervala,
onda je

Jim_ F(@n)-f(ba) = lim f(an)- Yim f(ba) = £ ( lm an)-f (lim bs) = /3(&).

Dakle, f2(¢) < 0. Medutim, kako kvadrat bxlo kog broj _}a. ne moZe biti negativan,
zakljutujemo da je f2(§) =0, tj. f(§) =

Broj &, za koji je F(€) = 0 zove se nula funkcije f(x).

Dakle, pokazali smo da svaka funkcija koja je neprekidna na nekom zatvore-
nom intervalu i na njegovim krajevima uzima vrednosti razliéitog znaka, unutar
tog intervala ima bar jednu nulu.

Takode se moZe pokazati da funkcija f(z) neprekidna na zatvorenom in-
tervalu [a, b] bar jednom, na tom intervalu dostize svoju najveéu i najmanju
vrednost. Samim tim, ova funkcija je i ogranicena, tj. postoje realni brojevi m
i M, takvi da '

vrea,b, m<f(z)<M.

1z neprekidnosti funkcije f(z) na intervalu [a, b] sledi da
Vi, m<u<M, 3elsb, f(&)=

N A



