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Matematika

Granic¢na vrednost i neprekidnost funkcije

Tacka x( je tacka nagomilavanja skupa D C R, ako za svako ¢ > 0
interval (zg —e,z¢ + &) sadrzi bar jedan elemenat iz skupa D, koji je
razli¢it od x.

Drugim re¢ima, z( je tacka nagomilavanja skupa D, ako za svako ¢ > 0
skup (zo — &,20 +€) N D ima beskona¢no mnogo elemenata.

Neka je ¢ tacka nagomilavanja domena D funkcije f : D — R. Kazemo
da je broj A grani¢na vrednost funkcije f u tacki xg ako za svako e > 0
postoji 6 > 0 (§ zavisi od ¢), tako da za svako x € D koje zadovoljava
uslov 0 < |z — o] < §, vazi |f(z) — A| < e. U tom sluc¢aju pisemo

lim f(x)= A.

T—xT0

Kazemo da je broj A desna grani¢na vrednost funkcije f : D — R
u tacki z¢ ako je xo tacka nagomilavanja skupa D N (zg,+00) i ako za
svako € > 0 postoji § > 0 (0 zavisi od ¢), tako da za svako = € D koje
zadovoljava uslov @ € (zg — 0,x0), vazi |f(x) — A| < e. U tom slucaju
pisSemo

lim f(z) = A.

+
I’—)l’o

Kazemo da je broj A leva grani¢na vrednost funkcije f : D — R
u tacki z¢ ako je xo tacka nagomilavanja skupa D N (—oo,xp) i ako za
svako € > 0 postoji § > 0 (J zavisi od ¢), tako da za svako x € D koje
zadovoljava uslov x € (zg,x9 + 0), vazi |f(z) — A| < e. U tom slucaju
piSemo

lim f(x) = A.

(E—)(EO

Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D — R sadrzi
interval (a,400). Broj A je graniéna vrednost funkcije f u plus
beskonaénosti ako za svako € > 0 postoji M > a (M zavisi od ¢), tako
daza x > M vazi |f(z) — A| <e.

U tom slucaju pisemo: lim f(z) = A.
r—r+o0

Analogno se definise: lim f(x)=A.

T——00
Neka je x( tacka nagomilavanja domena funkcije f : D — R. Ako za
svako K > 0, postoji 6 > 0 (J zavisi od K), tako da za svako z € D sa
osobinom 0 < |z — zo| < 0, vazi f(z) > K, onda kazemo da f tezi ka
plus beskonacnosti kada = — x.
U tom slucaju pisemo:  lim f(x) = +oo.

Tr—xQ

Analogno se definise:  lim f(x) = —o0.

Tr—rTo
Neka postoji realan broj a takav da domen funkcije f : D — R sadrzi
interval (a,+00). Ako za svako K > 0, postoji 6 > 0 ( zavisi od K),
tako da za svako x > a vazi f(x) > K, onda kazemo da f tezi ka plus
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beskonacnosti u plus beskonaénosti.
U tom sluéaju pisemo: lim f(z) = +oo.
T—+00

(Analogno se definisu: 1113 f(x) = o0, lim f(z) =400 i
Tr—r+00 Tr—r— 00
lim f(z) = —oo0.
r——00

e Neka je zy tacka nagomilavanja zajednickog domena D C R funkcija
f:D— Rig:D — R. Pretpostavimo da postoje lim f(x) =
T—xTo

A 1 lim f(z) = B. Tada vaZze jednakosti:

L lim (f() & g(x)) = A+ B,
2. lim (/(a) -g(@) = 4-B,

3. lim ﬂz)z%, ako je B # 0 i za svako z € D je g(x) # 0.

T—xo g(:E)
Jednakosti vaze i ako se xg zameni sa oo ili —oo.

e Navodimo neke grani¢ne vrednosti koje se Cesto koriste:

0, a>0
3. lim — = 1, a=0 ;
g +oo0, a<0
4. lim 22E g
x—0 I
5. lim -1 =1
x—0 €T
61 In(1+ z) Y
x—0 x
1 > —
7. lim( +2) =a, a € R.
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e Za funkciju f : D — R, D C R, kaZemo da je neprekidna u tacki
xo € D, ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 (§ zavisi od ¢) tako da za svako
x € D koje zadovoljava uslov |z — zg| < 0 vazi |f(z) — f(z0)| < €.

e Ako je x9 € D tatka nagomilavanja skupa D, onda je f : D — R
neprekidna u zp ako i samo ako je lim f(z) = f(xo).
T—To

e Ako u tacki zg € D funkcija f : D — R nije neprekidna, onda kazemo
da ona u toj tacki ima prekid. Razlikujemo tri vrste prekida:

Ako lim f(z) postoji (kao konacan broj) i ako je
Tr—To

T—T0o

onda je to otklonjiv (prividan) prekid. (Neki autori pod prividnim
prekidom podrazumevaju i tacke nagomilavanja domena funkcije f u ko-
jima funkcija nije definisana ali ima graniénu vrednost.)

Ako postoje leva i desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki o i nisu
jednake, onda se kaze da funkcija f ima skok ili prekid prve vrste u
tacki Zo-

Ako bar jedna od grani¢nih vrednosti

Hm+ f(z) ili lim f(x)

TT| T—x
ne postoji (kao konacan broj), onda je to prekid druge vrste.

e Kazemo da je funkcija f : D — R neprekidna na skupu D, C D, ako je
neprekidna u svakoj tacki skupa D;.

e Ako su funkcije f i g neprekidne u tacki xg, onda su u toj tacki neprekidne

i sledeée funkcije:

fte f—g I-g §<akojeg(wo)7é0).

Ako je funkcija g neprekidna u tacki zg i funkcija f neprekidna u tacki
g(zp), onda je funkcija f o g neprekidna u tacki x.

e Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na celom definicionom skupu.

e Ako funkcija g : D — Dy, D; C R ima grani¢nu vrednost A u tacki xg i
funkcija f : D1 — R je neprekidna u tacki A, onda je

i f(g(@) = f(Jim g(x)) = F(4).

Ako je lim g(z) = oo (lim g(z) = —oc0) 1 lim f(z) = B( lim f(x)=

T—To T—T0 r—00 T——00

B), onda je
lim f(g(x)) = B.

Tr—To
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Zadaci:

Zadatak 1.1. Odrediti grani¢nu vrednost:

32?2 + 2z — 1
a) lim ———
x—0 2x2 —x + 1
b) lim 20T,
=5 X
c) lim 2%
x—0

d) lim arccosz.
z—0

Resenje.

322 4+2z—-1 3-0+42-0—-1
e=0 222 —x+1  2:0—0+1

b) lim =—=< =
™
T3 T b}

sinx sin g 2
—

¢) lim2* =20 =1.

z—0

Do

d) lim arccosx = arccos0 =
z—0

Zadatak 1.2. Odrediti grani¢nu vrednost:
523 4 322 + 2z + 3

R s PR
b) . 5 + 222 +x+5
im
z="0c0 B3+ 224+ +3
¢) lim Ve

Resenje.Ovo su neodredeni izrazi oblika ,,22”i potrebno ih je na neki nacin

transformisati. -

534322 +20+3 . 3G+ 34+ 3% + )
a) lim = lim T

e=oo Bzt + 20242 +3  ameozt(5+ H 4+ L+ )

5
— lim & + + —0.
v—o0 (5 + 3 + + )
54+ % + S+ . z(5+ % + + 5

b) lim & = lim T = —00.

zo-c0 35+ L+ L+ 35)  ed-e H+Ip L3

Ve = lim ——

¢) lim —— = lim ——————
—00 /.T+\/> »L—>oo\/* /1+ T—00 /1_|_
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Zadatak 1.3. Odrediti grani¢nu vrednost:

. x? — 4x

a) lim ————

r—d g2 — g — 12’
3x2—13:c—10.

b) lim oX — o= Y
Ly y——T

) 23— 222 —4x + 8
¢ e _ 255 —Rr + 16

Resenje. Ovo su neodredeni izrazi oblika ,,%” kod kojih je potrebno faktorisati

izraze u brojiocu i imeniocu.

o) tim N gy =) 4
esdx2 —x—12 a4 (x—4)(x+3) a4z +3 T
. 322 —13x—-10 . (z—-5)(3xr+2) . 3x+2 17
b) Iim —————— =lim —0—F——— - =lim —— = —.
15422 — 14x — 30 +—-52(x —5)(22 4+ 3)  2-52(22 + 3) 26
. ox3—22% —4x+8 . (z—=2)(2%—4) . 2?4
c¢) lim : = lim ——————~% = lim ——
z—234 — 223 — 8416  +—-2(x—2)(23—8) =2-223-38
— lim (x—2)(x+2) lim x4+ 2 1

22 (z — 2)(22 + 22+ 4) T2zt 20 44 3
Zadatak 1.4. Odrediti grani¢nu vrednost:

\/m—|—6—m.

)

a) lim
r—3 r—3

o V1l4+z—1
b) lim ———;
z—0 ,3/1—|—x— 1
V2245 — 3+ a2+ 15
¢) lim .
T2 22 —bx +6

Resenje. Ove grani¢ne vrednosti sadrze izraze koje treba racionalisati.

vVe+6—zx vVe+6—x Jr+6+zx

VT T o3 Vavors
~ lim T +6— 22 _ lim —(x—=3)(z+2)
a3 (z—-3)(Vr+64+x) o3 (x—3)(Va+6+a)
. —(@+2 -5 5

= lim = =——.
a3z +6+z V3+6+3 6

Jim Y121

=0 /142 -1

. Vitr—1 J(A+z)2+JT+z+1 JIta+1
=0 YT+ -1 (I+z)2+YT+z+1 Vitaz+1
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. (I4+z-1)(YA+2)?>+VT+x+1)
=T (I+z-1)WT+z+1)
YA +az)2+YT+z+1 1+1+1 3

= lim = = -.
z—0 vV1i+x+1 2 2

¢ lim \/x2+5—\/m3+a?2+15
z—2 2-5x+6

. \/3327—3 1,m3x3+x2+15—

S5 22 _Br 46 amb 22 —52+6

= lim 2?+5-9 —
=2 (x — 2)(z — 3) (V2?2 + 5+ 3)
3+ a2 +15-27

o (z—2)(xz—3)({/(@3 + 22+ 15)2 + 3Va3 + 22 + 15+ 9)
— lim (x+2)(x—2)
22 (z—2)(x —3)(Va?+5+3)
(z — 2)(2® + 3z + 6) 2

im .
222 (z — 2)(x — 3)(Y/ (23 + 22 + 15)2 + 3V/23 + 22 + 15+ 9) 27
Zadatak 1.5. Odrediti grani¢nu vrednost:

. sin3z
a) lim ;
x—0 T
. bx
b) lim — a#0, a e R,bER;
z—0 sin ax
1—cosx
c) lim ———;
) x—0 1’2 ’
. sinx —sina
d) lim —— a €R.
r—a Tr—a

Resenje.U ovim zadacima ¢emo koristiti grani¢nu vrednost (4).

sin 3x . sin 3x . sin3z

a) lim = lim 3 =3 lim =3-1=3
x—0 €T z—0 €T z—0 3x
. br . 1 . 1 b 1 b
b) lim — =lim —=lm——=- ——— = —.
z—0 sin ax z—0 sin ax x—0 a . sin ax a llm sin axr a
bx b ax 0 oT
¢) Koristi¢éemo poznatu vezu 1 —cosz =2 - sin? % pa dobijamo
. 2
. l—cosz ~ 2.gin? 5 1 . sin 5 1 1
lim = lim — = — - lim - =—-1=—.
x—0 .132 x—0 (5)2 .4 2 z—0 = 2 2
. . “+a 3 r—a
sinz —sina . 2-cos(¥L?) . sin(E2)
d) lim ——— = lim 2 Z
T—a xr—a r—a T —a
. cos(%E2) - sin(£5%) . sin(%59)
= lim = cos(—) - lim — =cosa
r—a (z—a) z—a r—a

2
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Zadatak 1.6. Odrediti grani¢nu vrednost:

3
z

a) lim (14 4x)=;
z—0

Resenje.Ove granicne vrednosti su oblika ,1°°”. Izra¢unaéemo ih primenom
poznatih grani¢nih vrednosti (1) i (2).

lim 12z

a) lim (14 495)% = lim (1 + 437)4%'%'4‘” =m0 ¢ =el?
z—0 z—0

2 2x+41 2 z—1 2zx+1
. 3xc+ax—1Y 3= . 3z 322 -1
b) lim ( ———— =lim (1+
z—0 rz—1 z—0 x—1
lim 2241 lim 2zt1 1
= ez—0 i — exr—0 z—1 e T = —.
e
2 z+1 2 z+1
x“ 45 xt =247
¢) lim = lim
r—too fE2 -2 x—+oo x2 -2
2?22 222 Sz a2
7 etl 22 3 im — 1422
— lm [(1+ 7 — e R GG
r—+o00 .I‘Q — 92
=1.
. 2% — 3\ 2 . r+3+222—6—2)\24
d) lim = lim
Tr—2 x+3 T—2 x+3
243 =z 20%—a—6
202 — 4 — 6\ 222—2—6 22-a  @+3
=lm (14 —F—
r—2 x+3
S w (2-2)(2043)
— BT @D o3 eTo

Inz—1
Zadatak 1.7. Odrediti grani¢nu vrednost: lim L.

T—e T — e

Resenje.

Inz—1 Inx —1 In(Z
lim ne = lim nrome limﬁzlimln(g)ﬁ
r—e I — e r—e xr— e r—e I — € Tr—e e

1 =T e
— In lim (1+f 71)” — In lim (1+ v e)
T—e e T—e e
1 1
=Inee = —
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Zadatak 1.8. Odrediti grani¢nu vrednost:

x
.oa®—1
a) lim ;
x—0 xT

b) lim (sin x)tg2‘”.

=5
Resenje.
a) Koristimo smenu a® — 1 =1¢, x = %
. a®—1 o a1 t a1 1
o0 @ o merD — NS InT) T Sh e
na
) 1
=Ina - lim —— =Ilna- — =Ina.
t=0 In(1+1)7 Ine

b) lim (sin2)t87% = lim (1 4 sing — 1) 7T 5% (n-)

TG T
lim, sin? - 251 lim, e 1 1
=e" 72 T =e"2 :eT:%.
Zadatak 1.9. Odrediti grani¢nu vrednost:
a) lim (1++/z);
z—0*t
1
b) i ;
e ey
¢) lim 3%,
r—0Tt
1
d) i ;
) m—lgll— x—4
e) lim 3%,
x—0~
V1i—=x
f) lim
z—1- 1 —22"
Resenje.
a) lim (1++vx) = 1.
z—0t
1 5 1
b) Ovo je granicna vrednost oblika , 57", dakle lim = 400.

z—dt+ T — 4

¢) Ovo je grani¢na vrednost oblika ,37°”  dakle lim+ 3% = +oo0.
x—0

L7 dakle lim

d) Ovo je grani¢na vrednost oblika , 5=
r—4— T —
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e) Ovo je grani¢na vrednost oblika ,37°°”, dakle lim 37 =0.
z—0~

Y2 . Vvi—z . 1
f) lim — = lim =1

im ————F = +0o0.
z—1- 1 — 2 r—1— ( (1 — m)(l + x))2 Tz—1— (1 —+ ,I)\/ 1—=x

Zadatak 1.10. Odrediti grani¢nu vrednost:lim i
T2 L — 2

Resenje.Posmatrajmo levi i desni limes u tacki z = 2:

= —00, lim = 400.

lim =
2+ x — 2

z—2- T — 2

Kako leva i desna grani¢na vrednost u tacki x = 2 imaju razli¢itu vrednost,
sledi da lim —*5 ne postoji.
T2

x
T—

Zadatak 1.11. Ispitati neprekidnost funkcija :

z2—4

2 f(x)Z{ 07 a2
2 + 1 . r<3

b) f(z) = v 1 v u tacki z = 3.
(x—2)-7 | >3

Resenje
a) Funkcija je definisana u x = 2 i kako je

, ozt —4 . (z=2)(x+2) .
i fo) =l Sy My T gy~ w2 == 1)

sledi da je ona neprekidna u tacki z = 2.

b) Iz
lim f(x) = lim (2-2) T = lim (14a-8) 7 = e T = ¢
im f(zr)= lim (z—2)=-9* = lim r—3) @@= = gz =400
z—31 r—3t z—3t ’

sledi da desna grani¢na vrednost funkcije u tacki x = 3 ne postoji kao
konaéna, tako da u tacki z = 3 funkcija f ima prekid druge vrste. Samim
tim ne moramo ni proveravati levu, ali da je desna bila neki konacan
realan broj, rac¢unali bismo i levu i proveravali da li su jednake vrednosti.

Zadaci za samostalni rad

Zadatak 1.12. Odrediti grani¢nu vrednost: lim

Zadatak 1.13. Odrediti grani¢nu vrednost: lim
Zadatak 1.14. Odrediti grani¢nu vrednost: lim

1
Zadatak 1.15. Odrediti grani¢nu vrednost: lim(z — 2) =372,

z—3
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