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Matematika,
Ispitivanje funkcija
1. Domen: Odrediti oblast definisanosti funkcije.

2. Parnost: Ispitati da li je funkcija parna, neparna ili ni parna ni ne-
parna. Funkcija je parna ako je f(—x) = f(x), funkcija je neparna ako

je f(=x) = —f(x).

3. Periodicnost: Ispitati da li postoji T" > 0 takvo da za sve z iz domena
vazi da je f(x +T) = f(z). Broj T nazivamo perioda. Najmanji broj T
za koji vazi gornja osobina naziva se osnovni period funkcije.

4. Nule i znak funkcije: Odrediti z iz domena za koje vazi da je f(x) = 0,
f(z) > 01 f(z) < 0.

5. Asimptote:

e Prava r = z( je vertikalna asimptota grafika funkcije ako je

lim f(z)=+c0 ili lim f(z)= to0.

r—x0T T—x0 "

e Prava y = kx + n je kosa asimptota grafika funkcije ako postoje
ke Rin e R tako da je

f(z)

ili
lim M:k: i lim (f(z) — kx) =n.
r——00 I T ——00

Specijalno za k = 0 dobija se prava y = n, koja je paralelna sa
x-osom i naziva se horizontalna asimptota.

6. Monotonost i ekstremne vrednosti:

(a) Uslovi monotonosti.

Neka je D C R i f : D — R neprekidna funkcija na intervalu [a, b].
Ako za svako z € (a,b) C D, f'(z) postoji i
f'(z) > 0, onda je funkcija f rastuca na (a,b).
> 0, onda je funkcija f neopadajuéa na (a,b).
, onda je funkcija f konstantna na (a,b).
, onda je funkcija f nerastuca na (a,b).
, onda je funkcija f opadajuéa na (a,b).

AVANN
oo o

(b) Neka je f definisana u nekoj okolini xg u kojoj dostize ekstremnu
vrednost. Tada ili f/(xo) ne postoji ili je f/(xq) = 0.
Tacke domena funkcije u kojima f’(x) ne postoji ili f'(x) = 0, na-
zivamo kriticnim tackama i one predstavljaju moguce tacke u
kojima funkcija dostize ekstremnu vrednost.
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(c) Neka je f neprekidna u zg. Neka je f diferencijabilna funkcija u
nekoj okolini U tacke xg, osim eventualno u tacki xg.
Ako je f'(x) > 0zax € UN(—o0,z0) 1 f'(x) <0 za
x € UN(xg, +00), onda funkcija u tacki ¢ ima lokalni maksimum.
Ako je f'(x) > 0zax € UN (xp,+00) 1 f'(x) <0 za
x € UN(—o00,xp), onda funkcija u tacki ¢ ima lokalni minimum.

Drugim re¢ima i ne tako precizno, ako f’(r) menja znak kada x
prolazi kroz xg, onda je to tacka u kojoj funkcija dostize ekstremnu
vrednost.

7. Tangente: Ispitati tangente funkcije u tackama gde ne postoji prvi
izvod.

8. Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:

e Neka funkcija f : (a,b) — R ima drugi izvod na (a,b). f(z) je
konkavna (konveksna) na (a,b) ako i samo ako je f”(xz) > 0
(f"(x) <0) za z € (a,b).

e Neka je f definisana u nekoj okolini U tacke zg i u toj tacki ima
konacan ili beskonac¢an prvi izvod i neprekidna je. Tacka (xq, f (o))
naziva se prevojnom tackom grafika funkcije f, ako je f konveksna
(konkavna) na skupu {z € U| > x¢} i konkavna (konveksna) na
skupu {z € U| « < zo}.

Neka funkcija f ima prvi izvod u nekoj okolini U tacke x¢ i ima drugi
izvod u U\ {xo}. Ako f”(x) menja znak pri prolazu argumenta kroz
tacku xg, onda je (zq, f(x0)) prevojna tacka grafika funkcije f.

e Neka funkcija f u z ima sve izvode zakljuéno sa n-tim(n > 2) pri

cemu je
f®(ze) =0, za k=1,2,....n—1 i
fM (2o) # 0

Ako je n = 2k (k € N), onda funkcija ima ekstrem u tacki zg i to za
f@™ (x0) >0, lokalni minimum;
f™(z0) <0, lokalni maksimum.

Ako jen =2k +1 (k € N) onda je o prevojna tacka.

9. Grafik: Nacrtati grafik na osnovu ispitivanja koja su izvrSena u pret-
hodnim tackama.
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Zadatak 1.1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

T
2 -1

fx) =

Resenje.

Domen: Domen funkcije f je D = R\ {1,—1}, jer deljenje sa nulom nije
definisano, pa mora da vazi

2?—140 & x#1Ax#-1

Parnost: Funkcija je neparna, jer vazi

—ZX T

fl) = - -

(—z)2 -1 21 —f(@).

Dakle, grafik funkcije f je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.

Nule i znak funkcije: Nula funkcije f je x = 0. Znak funkcije je prikazan u
tablici.

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,400)

f(z) - + - +
Asimptote:
x x
Kako je lim ———— =400 lim = —0o0,
. =1+ 22 —1 + z—1- 22 —1
i kako i li X + Ll X
i oje lim ——=40c0i lim ——— =—-0
) r——1+ 22 —1 z——1- 22 —1 ’
dobijamo da su prave x = 1 i x = —1 vertikalne asimptote funkcije f.
Kako je
lim =0,

rotoo g2 — 1

sledi da je prava y = 0, tj. xz-osa horizontalna asimptota funkcije.

Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije je

N 22 +1 . B
fi(z) = @1 eR\{1,-1}.

Vidimo da je f'(z) < 0 za svako = € R\ {1, —1}, a to znagci da je f opadajuéa
na ¢itavom domenu D.
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konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je

~ 2x(2® +3)

f"(x) @1 reR\{l,-1}

f"(xz) =0 za xz = 0. Tacka A(0,0) je moguca prevojna tacka. Odredimo znak
drugog izvoda:
ffx)>0 e (@>0A22-1>0) V (<0 A 22 -1<0) &
s ze(l,+00) V x e (—1,0).

Dakle, funkcija je konkavna (~—) na skupu (—1,0) U (1, 00), a konveksna (—)
na skupu (—oo, —1)U(0,1) i tacka A(0,0) je prevojna tacka grafika funkcije f.
Grafik:

Resenje.

Domen: Domen funkcije f je D =R\ {—2}.
Parnost: Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Nule i znak funkcije: Lako se vidi da je tacka = = 1 jedina nula funkcije f.

Odredimo znak funkcije.

(*00372) (7271) (13+OO)
f(z) - - +
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Asimptote:
Funkcija f nije definisana u tacki x = —2 i kako
—1)3
hm CD°
z——2 (x + 2)2
to je prava x = —2 vertikalna asimptota funkcije f.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu, jer je
(x —1)3 ) ) r—1)3
im ——= =400 i lim —= = —o0.
T—+00 (.T —+ 2)2 T——00 (:E + 2)2

Funkcija f ima kosu asimptotu y = x — 7, jer je

ke fim 1@ o D

z—doo z—too x(x + 2)2 o
_ o (z—1)° _
n=lim (f(z) = kz) = lm ((x+2)2 —r)=
72—z —1 B

= e T

Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f je

(z—1)*(z +8)
(x+2)3 7

Nule prvog izvoda su x = 1 i x = —8 a to su ujedno i kriti¢ne tacke.

f(z) = reD.

Odredimo znak prvog izvoda, odnosno monotonost funkcije.

(_007_8) (_87_2) (_271) (1,+OO)
f'(x) + - + +
f(x) /" N\ /" /"
Iz tablice se moze zakljuciti da u tacki x = —8 funkcija ima lokalni maksimum,
A(—8,—8l). Tacka x = 1 nije ekstremna tacka.

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije f je
54(x — 1)

1 _

(@) = g

f"(xz) =0 za x =1, to je tacka P(1,0) moguca prevojna tacka
grafika funkcije f.

reD.

Odredimo znak drugog izvoda, odnosno koveksnost funkcije.

(—00,—2) (—2,1) (1,+00)
) - - ¥

f(z) | konveksna (—~) | konveksna (—) | konkavna (~—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacka P(1,0) prevojna tacka grafika funkcije f.
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Grafik:

Zadatak 1.3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
f@) = V/(@*=9)%.
Resenje.
Domen: Da bi kvadratni koren bio definisan, mora da vazi
(22 -93>0 & 22 -9>0 < |z| >3,

odnosno domen funkcije D = (—o0, —3] U [3, +00).

Parnost: Funkcija je parna jer je

f=a) = V((=2)? = 9)3 = V(22 = 9)% = f(z).

Dakle, grafik funkcije je simetrican u odnosu na y-osu.

Nule i znak funkcije: Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
2’ —9=0 & z=3iliz=-3.

Nule su dakle u tackama r =3 iz = —3.

Posto je kvadratni koren nenegativna funkcija na domenu, nije tesko videti da
je funkcija f nenegativna tj. f(z) > 0 za svako z € D.

Asimptote:

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je neprekidna u svim tackama domena.
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Funkcija nema kosu asimptotu, jer je

k= lim
r—+o0 x
Funkcija nema ni kosu ni horizontalnu asimptotu, jer je
lim /(22 —9)3 = +o0.

r—+oo

Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f je

3
fl(x) = 5(:102 —9)2 -2z =32\/2% -9, z € D.

Odredi¢emo nule prvog izvoda:

f(x)=0 & 3222 -9=0 & (z=0iliz=3iliz=-3).
Sledi da su kriti¢ne tacke z = 3 i = —3 (nulu smo iskljuéili, jer 0 ¢ D).

Sada ¢emo odrediti znak prvog izvoda, odnosno monotonost:

(—o0, —3) | (3, +0)
P - | &
f(z) N\ /

Lako je zakljuciti da su tacke A(—3,0) i B(3,0) lokalni minimumi date funkcije.

Tangente: Odredi¢emo jos ugao « koji tangenta grafika funkcije f zaklapa sa
pozitivnim delom z-ose u tacki © = 3 (x = —3).

tga=f'(3)=0 = a=0.

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije f je

1 1
' (x) =322 —9+3x§(m2 —9)72 .22 =322 — 9+ 322 T
222 — 9
Va2 =9’

Odredi¢emo nule drugog izvoda

f(x)=3 z e D\ {-3,3}

3
")=0 & 22°—-9=0 & z=+—
f(x) 7

Dakle, funkcija nema prevojnih tacaka, f”(x) > 0 za svako z € D\ {-3,3},
odnosno f(z) je konkavna (~—) na skupu (—oo, —3) U (3, +00).

¢ D.
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Grafik:

Zadatak 1.4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f@) =2/ (z+1)%
Resenje.

Domen: Domen funkcije f je D = R.
Parnost: Funkcija f nije ni parna ni neparna.

Nule i znak funkcije: Kako je
f)=0 < (=0 VvV z+1=0)

dobijamo da su z = 0 i x = —1 nule funkcije.

Znajuéi da je (x+1)? > 0 zasvako x € D, jasno jedaje f(z) < 0zax € (—o0,0)
if(z)>02zaze(0,+00).

Asimptote:

Funkcija je definisana i neprekidna nad skupom R, te zbog toga nema vertikalnu
asimptotu.

Funkcija f nema horizotalnu asimptotu jer je

lim f(z)= lim z/(xz+1)%2 = +o0.

rz—+o0 rz—+o0

Funkcija f nema kosu asimptotu, zato Sto je

3/ 12
k= lim M: lim GAVAGR D lim /(z+4+1)2 = +o0.

r—+toco I r—Foo x T—+oo
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Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f je

;o T +3 - _

Nule prvog izvoda:

3
flx)=0 & 52+3=0 & T=—c

Kako f/(—1) ne postoji, sledi dasuxz =—-1iz = —% kriti¢cne tacke funkcije.

Odredimo znak prvog izvoda.

(_007_1) (_L_%) (_%7+OO)
f'(x) + - +
f(x) /" N\ /
Funkcija ima lokalni maksimum u tacki x = —1, T},4,,(—1, 0) 1 lokalni minimum

u tacki @ = =2, Thao(—2, f(=2)), f(—2) = —0.33.
konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije f je

102 + 12

f(x) = ma

xze D\ {-1}.
Odredi¢emo nule drugog izvoda:

6
f'@)=0 & 1W0z+12=0 & z=—.

’ . - _ 7§ . _
Moguce prevojne tacke su z = —z iz = —1.

Znak drugog izvoda:

(_Ooﬂ_g) (_ga_l) (—1,—|—OO)
f"(x) - + +
f(x) | konveksna (—~) | konkavna () | konkavna (~—)

Sada mozemo zakljuciti da je tacaka P(—2, f(—2)) prevojna tacka grafika funk-
cije f, f(—g) ~ —0.41.
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Grafik:

Zadatak 1.5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

1

f(z) =zev 2.
Resenje.
Domen: Domen funkcije f je D = R\ {2}.

Parnost: f nije ni parna ni neparna.

Nule i znak funkcije: Nula funkcije f je x = 0. Znak funkcije zavisi samo
od x i imamo da je

(—O0,0) (0a2) (27+OO)
fx) - + +

Asimptote:

Kako je

1
lim ze=—2 = +o0,
r—21

prava x = 2 je vertikalna asimptota funkcije f. Sa druge strane vazi

. 1
lim ze=—2 =0
r—2~

§to znaci da kad x — 27 grafik funkcije se ,priblizava”tacki (2,0).
Kako je

lim ze*—2 =400 i lim ze=—2 = —o0,
r—+o0 Tr——00
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sledi da funkcija nema horizontalnih asimptota.

Kako je

1 1
. e=—2 —1 . ew—2 —1 x-2
= lim T = lim T =1,
r—+oo = r—+o0 —_ €T
T z—2

dobijamo da je prava
y=xz+1

kosa asimptota funkcije f kada x — Foo.

Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod fukcije f je

1 $2—5$+4

fl(@) =e72 - oo TER\2:

Posto je
flz)=0 & 2> ~bx+4=0 =1V =4

kriticne tacke funkcije f su x = 11 2 = 4. Znak prvog izvoda i monotonost
funkcije je prikazana u tablici.

(—00,1) (1a2) (274) (47+OO)
f'(z) + - - +
f(z) /! N\ N\ /
Dakle, f monotono raste na skupu (—oo, 1) U (4,400), a monotono opada na
skupu (1,2) U (2,4).

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je

. L S5r — 8
f (SC)—G (.%‘—2)4’

zeR\ {2

f"(z) =0 za x =%, a znak drugog izvoda je dat tablicom.

(_Oovg) (%a2) (27"’_00)
f"(x) - + +
f(x) | konveksna (—~) | konkavna () | konkavna (~—)

Sada mozemo zakljuciti da je prevojna tacka grafika funkcije f je P(%7 %e%ﬁ).

Moze se ekstremna vrednost odrediti i preko drugog izvoda pa ¢emo u ovom
zadatku to uraditi.

f"(1) = =2 <0, tako da u tacki Tpnee(1, L) funkcija ima lokalni maksimum.

"4) = %\/é > 0, tako da u tacki Tppin (4, 4/€) funkcija ima lokalni minimum.
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Grafik:

Zadatak 1.6. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
fla) =z +1]e =
Resenje.
Domen: Domen funkcije f je D = R\ {0}.
Parnost: Funkcija f nije ni parna ni neparna. Nula funkcije je x = 1 jer je
fx)=0 & 2+1=0 < z=1.

Jasno je da f(x) > 0 za svako x € D.
Asimptote:

Funkcija f nije definisana u tacki x = 0 i kako je
lim |z +1]e ¥ = +00
z—0~
to je prava x = 0 vertikalna asimptota funkcije f. A sa druge strane je
(1.1) lim |z+1]e ¥ =1-0=0.
r—0+

Funkcija f nema horizontalnu asimptotu, jer je

lim |z+1je® = lim — = 400
T—+00 T—+00 ez

lim |z + 1 eF = +o0.
Tr—r—00

13
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Kako je
e~ -3
P N k) N <1+e >=1,
r—+o0 €T Tr—+o0 X
r—1e—=
k'2 = lim ( * )e = —17
r—r—00 €T

ny = lim [(m—i— 1)6771 —x] =1+ lim x(e*% -1)=

r——+00

r—+o0
1 1
-1 w2
=1+ lm “ =1+ lim — " =1-1=0,
T —r—+00 > r—+o0o0 —I
emr —1
ng = lim [(—x — 1)6_% —|—x] =-1+ lim —5— =
T——00 T——00 -
— 14+1=0,
imamo dve kose asimptote
y1 =z (kadax — 400) 1 y2 = —z (kada 2 — —o0).

Monotonost i ekstremne vrednosti: Posto je

(x+1e =z, z>-1,z+#0
flx) = f(erl)e*%, < —1
0, r=-—1

lako se dobija prvi izvod,

f,(x)_{e_i(l—kzjgl), z>-1,z#0

et (1 mRL), v <.
Ispitajmo postojanje prvog izvoda u tacki x = —1. Odredimo levi izvod
1
lim f'(z)= lim —e = (1+ :r—i; ) =e
T——1— r——1— xr

a zatim, desni izvod

rz——1* rz——1 2

1 1
lim f'(x) = lim e”= <1+:1c—|— ):—e

Kao §to vidimo levi i desni izvodi u tacki x = —1 nisu jednaki, a to znaci da
ne postoji prvi izvod u x = —1.

Odredimo nule prvog izvoda.

x2

fz)=0 < <1+x+1_0 ANx# -1 A m#O) &
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2
1
PN %:o, w41, 240,
i

Kako je 2% + x 4+ 1 # 0 za svako = € R, sledi da prvi izvod nema nula. Jedina
kriti¢éna tacka je x = —1.

Odredimo znak prvog izvoda:

(700771) (7150) (Oa +OO)
Fa | - + +
f(x) N / /
Sada mozemo zakljuciti da je tacka x = —1 lokalni minimum funkcije f, na

grafiku to je tacka A(—1,0).

Tangente: Kako vazi ((1.1)), odredi¢emo jos ugao « izmedu tangente funkcije
f kada = — 0T i pozitivnog dela z-ose

1
i(1+‘”+ >0 = a=0.

lim e
22

z—0t

tga= lim f'(z) =
ga= lim f(z)

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije f je

P(a) = e S_;Il), r>—-1,2#0
—e = (*ifl), T < —1

f"(x) =0 & x =1, tako da je to, moguca prevojna tacka.

Odredimo znak drugog izvoda:

(_007_1) (_1»0) (071) (17+OO)
@ - - - -
konveksna | konkavna | konkavna | konveksna
f(z) (—~) (—) (—) (—)
Drugi izvod menja znak prolazeéi kroz tacke x = —1 1 = 1. Samo je tacka

x = 1 prevojna tacka funkcije, P(1, %), zato §to prvi izvod ne postoji u tacki
r=—1.
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Grafik:

Zadatak 1.7. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije
1
f(x) = arctg (1 + x) .
Resenje.

Domen: Domen funkcije f je D = R\ {0}.
Parnost: Funkcija f nije ni parna ni neparna.

Nule i znak funkcije: Nule funkcije f se odreduju iz f(x) = 0, odnosno
1 1
arctg (1+—- | =0 1+—-=0& +1=0.
x x
Dakle, x = —1 je nula funkcije.

1
vt >0 &

1
f(x)>0<:)1+;>0<:>
& (x>0 V z<-1) & z€(—00,—1)U(0,+00).

Prikazimo to u tablici:

(—o0,—1) | (=1,0) | (0,400)
f(z) + — +

Asimptote:

Funkcija nema vertikalnu asimptotu, jer je

1i te (14+1) =47
1m arc — = —
x—0+ & x 2

Matematika
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. 1 T
lim arctg (1+— | =——.
z—0~ xT 2

Ispita¢emo da li funkcija ima horizontalnu asimptotu. Iz

1
lim arctg (1 + > _
x

z—+o0 4

sledi da je prava y = 7 horizontalna asimptota funkcije f.

Monotonst i ekstremne vrednosti. Prvi izvod funkcije f je

N 1 -1 -1
o) = T+ (1+1)2 22~ 222+ 20+1
Diskriminanta od 222 + 2z +1=0je a? —dac =4 -8 = -4 <0ia =2, te
sledi da je trinom 222+ 2x+1 > 0 za savko x € D. To znaéi da je f'(x) < 0 za
svako z € D, tj. f(x) monotono opada nad ¢itavim domenom D. Ekstremnih
vrednosti nema.

Tangente Kako vazi lim,_,y+ arctg (1 + ) = +75 ilimg_,o- arctg (1 + )

— % odredi¢emo jos ugao « koji tangenta graﬁka funkcije f kada z — 0% zaklapa
sa poz1t1vn1m delom x-ose.
-1

t = I =lim —m=—-1 = a=—
ga= lim fi(z)= lim oo o 7= @

N

konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije f je

4o +2

1"

- __rE  LeD.
/(@) (222 + 22 + 1)%’ ve

Nule drugog izvoda:

1
f"(#)=0 & 42+2=0 & T=—3

Dakle, x = —5 Je jedina nula drugog izvoda i moguéa prevojna tacka. Odredi¢emo
znak drugog 1zvoda

(_007_%) (_%70) (07+OO)
f"(x) — + +
f(x) | konveksna (—~) | konkavna (—) | konkavna (~—)

—%) je prevojna tacka grafika funkcije.

N[ =
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Grafik:




Vezbe iz Matematike

2. Zadaci za samostalni rad

Zadatak 2.1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f, ako je

Lf@)=
3
2 fl@) ===
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