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Pojam odredenog integrala

Posmatramo [a, b] C R

» Podela intervala: P = {xg,X1,...,Xn}, a=x <x1 <---<x,=>b
» skup svih podela je P*[a, b]

» P’ C P = P jefinijaod P, P’ jegrublja od P

> Ax; =x; —x;—1, [=1,2,...,nduZina intervala [x;_1, x|

» parametar podele P je 1r2/ga£xn Ax; = A(P)

> &€ xim,x], €= (61,8, ...,&) € R skup izabranih tataka
& € R" podele P je

é’(’D) = {E €ER": E = (517"'55")>§i € [Xi_l,Xi],iZ 172)"'?’7}

» podela intervala sa izabranom tatkom (P, )
» P = PJa, b] skup svih takvih podela
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Pojam odredjenog integrala

Definicija
Neka je f : [a, b] — R i neka je (P, &) podela sa izabranom ta¢kom
intervala [a, b]. Zbir

I(f,P,€£) = ng,Ax,

se naziva integralna ili Rimanova suma funkcije f(x) za datu podelu
(P,&).

MOTIVACIJA Y

y=ftx)

Povrsina krivolinijskog trapeza je
priblizno jednaka integralnoj sumi:
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Pojam odredjenog integrala

Definicija

Broj | je limes (grani¢na vrednost) integralnih suma I(f, P, &) funkcije
f:]a,b] > R za \(P) — 0, pisemo

lim I(f,P,&) =1
A(lgggo(,,é) ,

ako za svako € > 0 postoji § > 0, takvo da za svaku podelu P i svaku
izabranu tatku € € £(P), kada je A\(P) < 8, vaZi nejednakost

[I(f,P,&)— 1| <e.
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Ako postoji

i I(f,P =1
,\(;I>r)lo (f,P.€)

tada
» f(x) je integrabilna u Rimanovom smislu nad [a, b]
» [ se naziva Rimanov ili odredeni integral funkcije f(x) nad [a, b],

b

I:/f(x) dx

a

a je donja granica integrala, b je gornja granica integrala
f(x) je podintegralna funkcija
f(x) dx je podintegralni izraz

X je integraciona promenljiva

vV Vv v VY

Rla, b] skup svih integrabilnih funkcija nad [a,b] (u Rimanovom
smislu)
[m] = = =
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Teorema

Potreban uslov da funkcija f(x) bude integrabilna nad intervalom [a, b] je
da funkcija f(x) bude ograni¢ena nad |[a, b].

Definicija
> Ako je funkcija f(x) definisana u tacki a onda je

a

/ f(x)dx = 0.

a
b
» Ako jea < bi [ f(x)dx postoji onda je
a
a b
/f(x)dx =— / f(x)dx.
a

b
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Integrabilnost nekih klasa funkcija

Teorema
Ako je funkcija f : [a, b] — R neprekidna nad [a, b] ona je nad tim
intervalom i integrabilna.

Teorema
Ako je funkcija f : [a, b] — R ograni¢ena nad intervalom [a, b] i nad njim
ima konacan broj prekida ona je nad tim intervalom i integrabilna.

Teorema
Ako je funkcija f : [a, b] — R monotona nad intervalom [a, b] ona je nad
tim intervalom i integrabilna.

Napomena

Ograni&ena funkcija moZe da ima i beskona&an broj prekida, a da bude
integrabilna, jer vaZi
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Prim?r

Naéi [ xdx po definiciji.
0

Teorema

2. Ako postoji kona&an skup razli¢itih tataka ci, . .., ck € |a, b] takav
da je

g(x):{ %i, x € [a, b]\ {c1,. .., e}

X = ¢, ie{1,2,...k}, A,#O
b
tada je [ g(x) dx =0.

b b
1. Ako je f(x) = 0 za svako x € [a, b], tada je [ f(x)dx = [0dx =0
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Veza izmedu odredenog i neodredenog integrala

Njutn-Lajbnicova formula

Ako je funkcija f(x) integrabilna nad zatvorenim intervalom [a, b] i ako

funkcija f(x) ima primitivnu funkciju F(x) nad intervalom [a, b], tada je

/ f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x) b
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Neke osobine odredenog integrala

» Ako je funkcija f(x) integrabilna nad zatvorenim intervalom |[a, b],
tj. f € R[a, b], tada je ona integrabilna i nad svakim zatvorenim
podintervalom [c, d] intervala [a, b].

» (linearnost integrala) Ako f,g € R[a,b] tada i f + g € R[a, b],
af € R[a,b], o € R i vaZi

(F(x) £ g(x))dx = fb f(x)dx £ fbg(x)dx

>

>

Vo VS

af(x)dx = af f(x)dx.

» Ako je f € R[a, b] i ako se funkcija g : [a, b] — R razlikuje u
kona¢nom broju tataka od funkcije f(x) tada je i g € R[a,b] i vaZi

b b
/f(x)dX: /g(x)dx.
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1
» Ako f,g € R[a,b] tada f - g € R[a, b], |f| € R[a, b], 7€ R[a, b] uz
uslov |f(x)| > a >0 za x € [a, b].
» (aditivnost integrala) Neka su a, b, c € R krajevi tri zatvorena

intervala. Ako je f integrabilna na najveéem od ovih intervala onda
je ona integrabilna i na ostala dva. Pri tom vaZi

jq@wzjﬂ@w+ja@w

a a c

» (monotonost i procena integrala) Ako je f € R[a,b], a< b i
f(x) >0, x € [a, b] tada je i

b
/a@wzo
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R
Odredeni integral
I—Odredjeni integral
L Neke osobine odredjenog integrala
:

> Ako je f(x) < g(x), x € [a,b], a< b, f,g € R[a,b] onda je

b b
/f(x)dxg/

g(x)dx.
Primer

Nadi odredeni integral funkcije f(x) = x

, x<0
5 . x>0 nad [-1,2]. Da
Ii na intervalu [—1,2] data funkcija ima primitivnu funkciju?
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Parcijalna integracija i smena promenljive

Teorema
Neka funkcije u(x), v(x) imaju neprekidne izvode nad [a, b]. Tada vaZi

b b b
/u(x)dv(x) = u(x)v(x)‘a — / v(x)du(x).

Teorema

Neka je funkcija f : [A, B] — R neprekidna, a funkcija

¢ : [ao, Bo] = [A, B] ima neprekidan izvod. Ako je a € [ayg, Bo],
B € [, Bo], a= p(a), b= ¢(B), onda vaZi jednakost

b B
[ re0de = [ (e o'(2)
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Primena odredenog integrala

POVRSINA RAVNIH FIGURA

» pravougle koordinate: y = f(x) je neprekidna i nenegativna za
x € [a, b]

P:/abf(x)dx

DUZINA LUKA RAVNE KRIVE
» pravougle koordinate: y = f(x), ima neprekidan izvod nad [a, b]

s:/ab\/l—kf'z(x) dx
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Primena odredenog integrala

ZAPREMINA OBRTNIH TELA
» pravougle koordinate: y = f(x) neprekidna nad [a, b]

b
V:ﬂ'/ fz(x) dx

POVRSINA OMOTACA OBRTNIH TELA

» pravougle koordinate: y = f(x) > 0 i ima neprekidan prvi izvod nad
[a, b]

b
5:271'/ f(x)y/1 4 f2(x) dx
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