ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

Ravan, razni oblici jednac¢ine ravni

Koordinate tacaka koje leze u jednoj ravni moraju zadovoljavati jednacinu ravni.
Kako ravan moze biti odredena razli¢itim elementima (tackom u ravni i normalom
na ravan; odsec¢cima na koordinatnim osama; sa tri nekolinearne tacke koje pripadaju
ravni), imamo i razne oblike jednacine ravni.

e Ravan a je odredena tackom Py(z, o, 20) 1 vektorom 7, = (A, B, C') # 0 koji
je normalan na ravan.

Neka je P(z,y,z) = O? proizvoljna tacka ravni a. Kako se tacke Py i P nalaze u
istoj ravni, to ¢e i vektor
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ﬁ:()?—OPoz(x—xo,y—yo,Z—Zo)

lezati u toj istoj ravni.
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Kako je vektor 77, normalan na ravan «, on je normalan i na svaki vektor u toj ravni,
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gde su sa 71 rj oznaceni vektori polozaja tacaka P i Py redom. Ovo je vektorska
jednacina ravni koja prolazi kroz datu tacku i normalna je na dati vektor.
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Kada se u ovu jednacinu zamene sve veli¢ine, dobija se

(AJB‘)C)'<'r_x07y_y07Z_ZO):0’

Skalarna jednacina ravni

Skalarna jednacina ravni « kojoj pripada tacka Py(xo, 3o, 20) 1 koja je nor-
malna na nenula vektor 7, = (A, B, C) je

a: Az —xo)+ By —yo) + C(z — 2) = 0.

Vektor 1, se zove vektor normale ravni a. Za vektor normale ravni bitan je samo
pravac, a intenzitet i smer nisu bitni.

Ako se sa D oznaci
D= —Amo — Byo — CZQ,



dobija se jednacina ravni u tzv. opstem obliku:

Opsti oblik jednacine ravni je

Ar+ By+Cz+ D =0.

Ako je D = 0, onda ravan sadrzi koordinatni pocetak.
Jednacina ravni je linearna jednacina.

Primer: Da li tacke A(1,2,3) i B(2,7,3) pripadaju ravni o : 3x +y + z — 8 = 07

Primer: Date su tacke A(1,2,—2) i B(7,—4,4). Kroz tacku B postaviti ravan

normalnu na vektor @ )

r—y+z2z—15=0
e Jednacina ravni je odredena sa tri nekolinearne tacke A(z1,y1, 21), B(22, Y2, 22)

i C(x3,ys, 23) koje pripadaju ravni.
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Iz uslova komplanarnosti vektora AM, 1@ i 1@ , gde je M (z,y, z) proizvoljna tacka
ravni, dobija se

[AM,AB,AC] =0 < AM-(ABx AC) =0,

tj.
r—I1 Yy—Hh =<2—2
To—mT1 Yo—Yy1 22—z | =0
T3 —T1 Ys— Y1 <3 — 21

sto predstavlja jednacinu ravni kroz tri tacke.

Ako tacke A, B i C odaberemo na koordinatnim osama, tj. uzmemo
A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c)

iz poslednje jednacine dobijamo

r—a Yy 2z
—a b 0|=0 <& bexr+acy+ abz = abe.
—a 0 c

Deljenjem ove jednacine sa abc dobijamo tzv. segmentni oblik jednacine ravni:
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Segmentni oblik ravni se moze dobiti i iz opsteg oblika jednacine ravni

Ar+By+Cz+ D=0

deljenjem sa —D # 0. Tako dobijamo

A B C
- — Y — —Z =
D" D' D
Ako stavimo —% = a, —% bi —% = ¢, sledi
f + y + E =1
a b ¢

Primer: Napisati segmentni oblik jednacine ravni koja prolazi kroz tacke A(1,0,—1), B(2,1,0)

i C(0,0,3).

Medusobni polozaj dve ravni

Date su ravni

a:Aix+By+Ciz+D1=0 i [:Ayx+ By+ Cyoz+ Dy =0.

Njihovi vektori normala su 7, = (A1, By,Ch) i fig = (Ag, Ba, C3) redom. Razliku-

jemo sledece slucajeve:



- Ravni se poklapaju
O!:B <~ HAGR,)\%O, ﬁa:Aﬁ/B i Di= XD,

A1 By Cy Dy
Rt _——=— = — = —,
A2 BQ 02 DQ
Kada se ravni poklapaju onda se mogu zadati istom jedna¢inom, tj. mnozenjem
jedne jednacine nekim brojem dobija se druga jednacina. Dakle, sistem koji
¢ine te dve jednacine je dvostruko neodreden.

- Ravni su paralelne, tj. nemaju zajednickih tacaka
allf & INER, AN#0, fia=Nig i Dy #\ D,
Al . B1 . Cl D1

A, B, Gy Dy

Sistem koji ¢ine ove dve jednacine u ovom slucaju je nemoguc.

- Ravni se seku duz jedne prave
anNfB=p & VIXeR 7, # i

A1 Bl .. Al Cl
A0 gy Ao
< AL 7E M A,To

ako vektori 77, 1 7g nisu kolinearni (77, # Afig) ravni « i 8 se seku.



Ugao 6 izmedu ravni a i 8 je ugao izmedu vektora 7, i 7ig, pri ¢emu ako je
T < L(flg,7ig) < 7w, onda 0 = 1 — L(ila, 71g). Dakle, ugao 6 € [0, 5] se moze
odrediti na sledec¢i nac¢in

0 = arccos |nf‘ . 735‘
|7l ||725]

Primer: Date suravni a : © —2y = 41 8 : Az +y + Cz = 0. Odrediti realne
brojeve A i C' tako da ravni o i § budu: a) paralelne, b) normalne.

a) A=—1 C=0,b)A=2CeR

Primer: Odrediti ugao izmedu ravni o : 4x—5y+32—1=0ip:x—4y—2+9 = 0.

_ T
6 = arccos 5

Primer: Odrediti jednacine slede¢ih ravni:

a) ravni koja prolazi kroz tacku M(—2,7,3) i paralelna je ravni
B:x—4y+52—1=0,



b) ravni koja sadrzi koordinatni pocetak i normalna je na ravni
B:2—y+52+3=0iv:2+3y—2—-7=0.

a)r —4y+52+15=0 b)2r —y—2=0

Prava u prostoru

Polozaj prave u prostoru moze biti odreden na vise nacina. Prava moze biti zadata
jednom tackom kroz koju prolazi i vektorom sa kojim je paralelna. Moze takode biti
odredena presekom dve ravni ili sa dve tacke.

—
Neka je p'= (p1, p2, p3) vektor koji je paralelan sa pravom p i Py(xo, o, 20) = 70 = 0P
tacka koja joj pripada. Neka je P(x,y,z) =7 = (Yﬁ proizvoljna tacka prave p onda

vazi
().13:0—130)%—1?0?’, gde je ITOﬁ:tﬁ,teR.

Tako dobijamo vektorsku jednacinu prave u parametarskom obliku:

r=ro+1tp, teR.
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Uvrstavanjem koordinata vektora u vektorsku jedna¢inu prave, dobija se

(xayaz) = (-TanOaZO) + t(p17p27p3)7

Skalarna jednacina prave u parametarskom obliku

T =x9+ tpy,
p: Yy = yo + tpo, t e R.
z = zy+1tps,

Za razne verdnosti parametar ¢ dobijamo koordinate tacaka na pravoj p.

Ako je p1 - p2 - p3 # 0, iz skalarne jednacine prave sledi

r—x — zZ—z

0 _ t, Y—Y% _ £ 0
p1 P2 p3

Eliminacijom parametra t iz ovih jednacina, dobija se

= 1.

Kanonicki oblik jednacine prave:

Kako je § # 0, sledi da nisu istovremeno sve koordinate py,ps i ps jednake nuli,

ali neke od tih vrednosti mogu biti 0. U tom sluc¢aju pravu u kanonickom obliku
r — X9

zapisujemo na isti nacin, s tom razlikom Sto npr. za p; = 0, razlomak

predstavlja simboli¢ki razlomak koji zapravo znaci da vazi x — z¢ = 0.

Jednacina prave kroz dve tacke

Neka su date dve tacke Pi(x1,y1,21) 1 Py(22, 99, 22) prave p. Vektor odreden njima
je PLPy = p'= (x93 — x1,Y2 — Y1, 22 — z1). Kanonicka jednac¢ina prave koja prolazi
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kroz te dve tacke je data sa

r—T Y-l 2z

Tg — T1 Y2 — U1 22— 21

p:
Skalarna jednacina u parametarskom obliku:

X :x1+t(x2—x1),
p:ey =y +tlya — 1), t eR.
2 =2z +t(ze— 21),

Primer: Date su tacke A(2,—1,—-1),B(1,1,3),C(3,—1,1) i D(0,3,7). Napisati
jednacinu prave p koja prolazi kroz tacke A i B, a zatim proveriti da li tacke C'1 D
pripadaju pravoj p.

p:u:yT—H:Z1170¢p7D€p

Primer: Napisati jednacinu prave p koja se nalazi u preseku ravni a : x —y+2 = 3
if:2x+y—2=0.
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Medusobni polozaj dve prave
Neka je prava p odredena tackom P(xy,1,21) ivektorom pravca p'= (p1,p2,ps), a
prava q tackom Q(z2, Y2, 22) i vektorom pravca ¢ = (q1, g2, g3). Razlikujemo slucajeve:

- Prave se poklapaju - tada su njihovi vektori pravaca kolinearni, a vektor @
je takode kolinearan sa njima, tj.

p=q o TINER A£0, F=A7 i ImeER, m£0, PO=mqj

- Prave su paralelne - tada su njihovi vektori pravaca kolinearni, ali vektor Pﬁ
nije kolinearan sa njima, tj.

pllg & 3NER, A£0, F=A] i VmeR, PO#m

o Fxq=0 i POx{g+0
o INER A£0, F=A i Pdq

- Prave se seku - njihovi vektori pravaca nisu kolinearni. Prave koje se seku
leze u istoj ravni, tako da su vektori p; ¢'i PQ) komplanarni, tj.

pNg={S} & VAER, F#A i PQ-(Fxq =0
& FxqA0 i [PQ.pq=0.

Ugao ¢ izmedu pravih p i q je ugao izmedu njihovih vektora pravaca, pri cemu
je 0 < p < 7, sto znaci da se racuna na sledeci nacin:

7 q]

pllal

@ = arccos
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- Prave su mimoilazne - ne postoji ravan koja ih obe sadrzi. To znaci da
vektori p, ¢’ i @ nisu komplanarni, tj.

PQ - (7% ) # 0.

Iy

YL
A

Rastojanje dve mimoilazne prave se moze posmatrati i kao duzina visine para-
lelopipeda odredenog vektorima p, qi PQ) :

LV _IPG-Gxd|

B 7> ]
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-1 2 1 -1
Primer: Naci tacku preseka pravih p : ’ o= y; = % ig: % = % _— 1
i napisati jedna¢inu ravni koja je njima odredena.
S(1,-2,0), a:x—2y+32=5
Uzajamni polozaj prave i ravni
Date su prava i ravan
r—x — z—z
p: 0 _ YW _ O, a:Ar+ By+Cz+ D =0.

b1 D2 D3

Vektor pravca prave p je p'= (p1, p2, p3), a vektor normale ravni « je i, = (A, B, C).
Neka je P(zo,yo, 20) tacka prave p. Razlikujemo slucajeve:
- Prava p pripada ravni «

pCa <& pln, i PE€a

<~ ﬁ-ﬁa:(J i AJT()—FByo—FCZO—FD:O

—
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Sistem linearnih jednacina koji ¢ine parametarske jednacine prave i jednacina
ravni je u ovom sluc¢aju neodreden.

- Prava p je paralelna ravni «
plla & pli, 1 Péa

— =

& pera=0 1 Axg+ Byo+Cz+ D # 0.

\

Sistem linearnih jednacina je u ovom slucaju nemoguc.
- Prava p sece ravan « u jednoj tacki

pNa={S}t< p-i,#0.

14



Sistem linearnih jednacina je u ovom slucaju odreden.

Ugao € izmedu prave p i ravni a je ugao koji prava p zaklapa sa svojom
projekcijom na ravan « i tada je

. v S |ﬁﬁa|
sin @ = cos (——9) = |cos Z(p,1a)| = =
2 P17 ]
t].
@ = arcsin 7 7_,10‘|
P17

99" /’
v
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Primer: Nadi rastojanje tacke 7'(1,0,—1) od ravni a« : z —y + 2 + 3 = 0.

—
7'(0,1,-2), |TT"| = /3

z—1
0

Primer: Nadi rastojanje tacke T'(1,0,—1) od prave p : % = % =

—
T'(1,0,1), |TT'| = 2

Primer: Napisati jednac¢inu prave g koja prolazi kroz tacku (2, —3,0), paralelna
4 -5
jeravnia:2:17—|—y—z+5:()iseéepravup:%:%:Z T
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