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Niz je matemati¢ki koncept koji opisuje situaciju u kojoj su elementi nekog
skupa poredani, tj. indeksirani prirodnim brojevima.

Generalno, niz je preslikavanje koje svakom prirodnom broju (indeksu niza)
dodeljuje neku sliku: interval, broj, funkciju. Nas interesuje slu¢aj kada je
kodomen takvog preslikavanja neki podskup skupa R.

Brojni niz je funkcija koja svakom prirodnom broju dodeljuje neki

realan broj
a:N—- R
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Tako definisana funkcija ¢e se oznacavati sa

(an)nen ili samo (an),

pri ¢emu je a, = a(n) opsti &lan tog niza. Elementi niza, tj. brojevi
ai, ap, as, ... se zovu €lanovi niza.

Niz je moguce zadati na razli¢ite nacine:
@ nabrajanjem (npr: 1,1,1,1,...),
@ opisno (niz jedinica; niz parnih brojeva),
@ eksplicitnim navodenjem funkcije, odnosno opsteg &lana
(an=1,neN; a,=2nneN;a,=n*+1, neN),

@ rekurentnom vezom izmedu uzastopnih &lanova niza
(a1 =1, a, =2ap_1, n>2)
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Primeri:

@ Niz prirodnih brojeva pocinje ¢lanovima 1,23, ..., a opsti ¢lan mu je
zadat formulom a, = n, n € N.

a(n) .

@ Niz kvadrata prirodnih brojeva pocinje &lanovima 1,4,9, ..., a opsti
¢lan mu je zadat formulom a, = n?, n € N.

] 4736



© Niz prostih brojeva pocinje brojevima 2,3,5,7,11,13,17, ..., ali za
njegov opsti ¢lan ne postoji formula.
1

1 Ni <ti Elan
=, =,... Njegov opsti ¢lan je
'3y Jeg p J

N -

@ Harmonijski niz potinje brojevima 1,

ap = —, n € N, a rekurentna veza
n

1 1 1 1 1
31:1782:77 - = 5 + 7”22'
2 dn 2 \apn—1 an+1

a(n)J
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© Fibonalijev niz se zadaje rekurentnom formulom
aa=a=1, ay=ap1+an2, n>3.

Ovaj niz pocinje brojevima 1,1,2,3,5,8,13, ..., a moguce ga je zadati
i opStim ¢lanom

1 ((1+v5) [1-v5)"
() ()

1]1
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@ Za niz (ap)nen definisan sa

1 2
31:27 an:<an—1+ >7 n227
2 dn—1
1 .
vaZi: ap = g =1,5, a3 = é = 1,416,
577 . .
ag = 208 =1,414215686274509803921,

pa se u tri iteracije dobija priblizna vrednost broja v/2 sa pet taénih
cifara iza decimalnog zareza.
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Osnovna svojstva nizova

Niz &iji su svi €lanovi, pocevsi od nekog ¢lana, jednaki zove se stacionaran
niz.

Primer: Niz a, = L—J + 1, n € N je stacionaran (| x| je oznaka za najveéi

ceo broj koji je manji ili jednak sa x).
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Niz (an) je rastuci ako za svako n € N vazi a, < api1.

Niz (an) je opadajuci ako za svako n € N vazi a, > apy1.

Niz (a,) je strogo rastuci ako za svako n € N vaZi a, < apt1.
Niz (an) je strogo opadajuci ako za svako n € N vaZi a, > apy1.

Ako je niz (strogo) rastudi ili (storogo) opadajuci, kazemo da je
MONOTON.

Niz (a,) je ako za svako n € N vaZi
ap > 0 (ap < 0). Ako za svako n € N vazi a, > 0 onda je niz (a,)
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Primeri:

Q@ a,=n neN
1
9 an:%, nEN

@ a,=|logn|, neN

Q a,=(-1)", neN
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Sa svakim nizom (a,) posmatra se i skup vrednosti ¢lanova niza

{an | n € N}.

Ovaj skup moZe da bude kona&an, kao 3to je to sluaj sa nizom

ap, = (—1)", n € N. Ovaj niz se sastoji od beskona&no mnogo ¢lanova
jednakih sa 1 i bekona¢no mnogo ¢lanova jednakih sa —1. Ali je skup
vrednosti ovog niza kona&an skup {1, —1}.

. 1/ %



Niz (a,) je ogranicen sa donje strane ako postoji broj my takav da za
svako n € Nvazi my < a,.

Niz (an) je ogranicen sa gornje strane ako postoji broj mg takav da za
svako n€ Nvazi a, < mg.

Niz (a,) je ograni€en ako je ogranien i sa gornje i sa donje strane, tj.
ako postoji realan broj M > 0 takav da za svako n € N vaZi

lan| <M & —-M<a, <M, VneNlN.
Primeri:

.
Q@ a,=sin—, neN
n

Q@ a,=+/n, neN
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Grani¢na vrednost niza, konvergencija niza

Posmatramo ponaZanje nizova (a,) i (bp) za velike vrednosti indeksa n

1 1
an=-, neN bp=""" neN
n n

sa jedne strane, a sa druge strane, vrednosti nizova (c,), (dn) i (en)
zadatih formulama

cn =(-1)", dy=(-1)"n, i e,=n?

takode za velike vrednosti indeksa n.
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Za realan broj Lie > 0O interval (L—¢,L+¢) je L.

Za a € R kaZemo da je tatka nagomilavanja niza (a,) ako se u
svakoj e-okolini tatke a nalazi beskona&no mnogo ¢lanova niza (ap).

Primeri:
1
o dpn = —,n € N
n
Q 4,3,2,1,1,...,1,...
1+(-1)"
04— T

Q a,=n?

@ a,=cosn
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Realan broj L je niza (a,) ako se izvan svake
e-okoline tacke L nalazi najvide kona&no mnogo &lanova niza (ap), tj.
ako za svako £ > 0 postoji prirodan broj ng (koji zavisi od ¢) tako da

za svaki prirodan broj n > ng, vazi |a,—L|<e.

Tada pisemo

lim a, =1L
n—o0
i kazemo da niz (aj) ka broju L.
y_
oy
.
hd ]
. — 1 L+g - e - i D T
E}L -------------- ."._'_.I'.'"‘t"'.'""‘-"-".'".'
. T .
- . :
(138388 Fddbndn n
. -
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Za svaki niz koji ima grani¢nu vrednost kazemo da je u
suprotnom kaZemo da je
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Primer:

1 .
Neka je niz (a,) dat formulom a, = —, n € N. Tada je
n

1
[im — =0.
n—oo N

Zaista, uzmimo € > 0 proizvoljno. Pitanje je: Da li moZzemo naéi ny € N
takvo da vazi

1 1

- -0/ <e & - <e€
n n

1
za svako n > ng? Ocigledno da je dovoljno uzeti ny = [,J + 1. Za malo ¢,
€
npr. ¢ = 107100 g =10%00 4 1.
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Grani¢na vrednost niza (ako postoji) je i njegova tatka nagomilavanja.
Obrnuto ne mora da vazi.

Primer: Niz a, = n(-1" ima samo jednu ta¢ku nagomilavanja, ali nije
konvergentan.

Svaki ograni€en niz koji ima samo jednu tatku nagomilavanja je kon-
vergentan.
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Za niz (a,) kazemo da divergira u plus beskonatno, i pisemo
lim a, = 400,
n—o0

ako za svaki realan broj M > 0 postoji np € N sa osobinom da

za svako n > ng vaZi a, > M.

Za niz (ap) kazemo da divergira u minus beskonacno, i pisemo
lim a, = —o0,
n—00

ako za svaki realan broj M < 0 postoji ng € N sa osobinom da

zasvako n> ng vazi an < M.
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Niz a, = (—1)", n € N je takode divergentan, ali u Sirem smislu jer nema
grani¢nu vrednost.

Primer: Niz (a,) zadat formulom a, = n?, n € N je divergentan. VaZi

2

lim n° = 4o0.
n—oo
Primer: Niz (a,) zadat formulom a, = —n, n € N je divergentan. VaZi
Jim ()=
0, lql<1
Primer: lim q" = 1, g=1 ;Zaqg<—1niz(q") je divergentan.
—
e oo, g>1
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Osobine konvergentnih nizova

Konvergentan niz ima jedinstvenu grani¢nu vrednost.

Konvergentan niz ima samo jednu tacku nagomilavanja i to je
njegova grani¢na vrednost.

Promena konaéno mnogo ¢lanova niza ne uti¢e na limes.

@ Limes moZe ali ne mora biti ¢lan niza.

@ Svaki konvergentan niz je ograni¢en. Obrnuto ne mora da vaZzi.
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Ako su (an) i (b,) konvergentni nizovi, tj. lim a,=a i lim b, = b,
n—oo n—oo

gde a, b € R, onda vazi:

o

2]

o

o

o

lim (a, £ by) = a+ b;
n—oo

nIl_)ﬂ(;O(a,,-bn):a-b;
lim 20 =2 ako je b # 0 i ako za svako n € N vazi b, # 0;
nieo by b O n 7

n

lim a, = x/lim a,, gde je k neparan broj, ili je k paran broj i za
n—o0

n—o0
svako n € N vazi a, > 0;

lim (a,)% = (lim a,)k, gdeje k € N.
n—oo n—oo

lim(c-ap)=c-a, ceR.

n—oo

. 22 /%



Primeri:

O Nadi lim <6”_10>.
n—00 n

o s (-39

@ Nadi nIer;O (4;5;7;_172”2)

O Nadi nILrgo<_‘;,52t,;;2)

o b i (47227
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[ Svaki monoton i ogranic¢en niz je konvergentan. ]

Ograni&en rastudi niz konvergira ka svom supremumu, a ogranicen
opadajuéi niz konvergira ka svom infimumu.

. . 1 2 . . .
Primer: Niz a1 = 2, apy1 = 5 (an + ) , n € N je ograniten i
dn
monotono opadajuéi. Grani¢na vrednost mu je v/2.

Konvergentan niz ne mora biti monoton!
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MoZe se pokazati da je niz realnih brojeva (a,) definisan sa

1\”
an:<1+n) ) neN

strogo rastudi i ograniten (2 < a, < 3), pa ima grani¢nu vrednost i to je
broj koji zovemo e. Dakle,

n—o0

1 n
e= lim (1 + n> ~ 2,71828182845904523536

n 1+ 1/n)"
1 2,00000
2 2,25000
5 2,48832
10 2,59374
100 2,70481
1.000 2, 71692
10.000 2,71815

100.000 2,71827
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MoZe se pokazati da ako je niz (a,) takav da vazi
lim a, = +o0 ili lim a, = —o0
n—o0 n—o0
onda vazi i
1\
lim <1 + > =e.
n—o00 an
Primeri:
2n
.o n+3
@ Izracunati lim < > .
n—o00 n
. 2n+3\ "t
@ Izracunati lim
n—oo \ 2n —+ 1
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Jos neke osobine konvergentnih nizova:

@ Ako je niz (a,) strogo pozitivan i konvergentan, tj.

lim a,=a>0 i ap > 0,VneN,

n—o0

onda vazi lim Ina, =Ina.
n—oo
. . o - lim a
@ Ako je niz (a,) konvergentan, onda vaZi lim e = enro™
n—oo
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Ako je le ap =00 i ILm b, = b (ili I|m b, = o0) onda vaZi
O a(antbo) =0,
(2] ILm (an - by) = o0, ako je b> 0,
(5] Ii_}m (an - bn) = —o0, ako je b <0,
Ako je lim a, = —o0 i lim b, =b (ili lim b, = —o0) onda vazi
n—o00 n—o00 n—o00
Q lim (ap + bp) = —o0,
n—o0
(2] Ii_)m (an - bp) = —o0, ako je b >0,
@ lim (an- by) = o0, ako je b < 0,
n—oo
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Neka su (an) i (bn) bilo koja dva niza realnih brojeva takva da je
lim a, = lim b, = co.

n—o0 n—oo

Da li se ne$to moZe zakljuditi o konvergenciji nizova

a) (Z) i b) (an— bn)?

N4 - ~ - - " OO
a) U prvom sluaju kaZemo da se radi o tzv. neodredenom obliku " —

8

jer i brojilac i imenilac divergiraju ka co kada n — oo.

b) Ovde se radi o tzv. neodredenom obliku "oco — c0".
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" m”

Osim ova dva neodredena oblika "—" i "oo — o0", postoje jo3 i
(0. ¢]
sledeci neodredeni oblici
0
” 6”’ ”0 . m”’ ” Oo”7 " 100”, " moﬂ.

Primer: Nadi grani¢nu vrednost niza a, = /n+1—+/n.
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U zadacima se Cesto koriste sledede grani¢ne vrednosti:

o

© 0 6 0 ©

lim — =
n—oo nN%

0,
L

00,

a>0
a=0 ;
a<0

lim nPg" =0, |q| <1, bER;
n—oo

(67

lim n—:O, a €R;

n—oo nl

lim /a=1,

n—oo

lim v/n=1,

n—oo

lim & =0, acR.

n—oo nl
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Skala rasta nizova:
Inn<n*=<nf <a" <b"<nl <n"

za0<a<f,l<a<hb.

Oznaka < se Cita "sporije raste”.
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Teorema o ukljestenim nizovima

Neka su (an), (bn) i (cn), n € N nizovi realnih brojeva za koje vazi

dng € N an < b, < cp, Vn > ng i
lim a,= lim ¢c,=A€eR.
n—o00 n—o0

Tada je lim b, = A.
n—o0
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Primeri:
_1)n
04— (-1)
n
0 a — sinn
@ Odrediti lim ! L !

+ fot—
n—oo |\/6n24+1 /6n2+2 V6n? +3n
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Definicija:

Niz (a,) realnih brojeva je Kosijev niz ako za svako & > 0 postoji
ng € N takvo da za svako m, n > ng vazi

|an — am| < e.

Ekvivalentna definicija:

Definicija:

Niz (ap) realnih brojeva je Kosijev niz ako za svako ¢ > 0 postoji
ng € N takvo da za svako n > ng vazi

|an+p — an| <€ Vp € N.
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Teorema

U skupu R niz je konvergentan ako i samo ako je Kosijev niz

Ova teorema daje potreban i dovoljan uslov za konvergenciju niza u kom

figurisu samo ¢&lanovi niza.
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