Vezbe iz Matematicke analize I 1

1. Brojni nizovi

1.1. Konvergencija nizova

Definicija 1.1. Proizvoljno preslikavanje a : N — R nazivamo realni niz, dok njegovu vrednost a(n) = a,
nazivamo opsti ili n-ti ¢lan niza.

Definicija 1.2. Broj a € R je graniéna vrednost niza {a, } u skupu realnih brojeva R ako vazi
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)(n > ng = |a, —a| < ¢).

Tada pisemo

lim a, = a.
n—oo

Definicija 1.3. Za a € R kazemo da je tatka nagomilavanja niza {a,} ako se za svako ¢ > 0 u
(a — €, a + €) nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza.

Osobine grani¢nih vrednosti nizova

Za lim a, =ai lim b, =0b gde su a,b € R vazi:
n—oo n—oo

1. lim (a, £b,) = lim a, £ lim b, = a £ b;
n— oo n— oo n—oo

2. lim (ay -b,) = lim a, - lim b, =a-b;
n—oo n—oo n—oo

3. lim c-a,=c- lim a, =c-a,gdejeceR;

a lim a,
4. lim -2 =222 — ~ gdejeb,b, #0zasvencN.
n—o0 bn lim bn b
n—oo

Neke poznate grani¢ne vrednosti

I
1. lim 2o _ . 5. lim Ya=1, zaa>0;
n—oo n n— o0
2. lima—z(), za a > 0; 6. 7}320%21;
n—oo n!
. oon® 7 lim (142 .
3. 71,ll>néoa720’ za o € R,a > 0; et n) 0
1 0 , a>0, 0 el <1,
4, lim —=¢ 1 , a=0, C o 1 ; g=1,
nee e oo , a<o, 8. nh—>Holoq B 00 , g>1,

ne postoji , ¢ < —1.
Grani¢ne vrednosti neodredenog tipa

) 9 ) 9 009 0» 0
770 5 9 ) 770 00T, 0 oo 77;1 y 9900 7370 .

Zadatak 1.4. Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

5n% —3n+4 . an® —2n+1 . 5m3—3n+4

‘7’ bl ‘7’ 1
a) im e Vs ey 9 TEE
Resenje.

) n®—3n+4 _ . n-rtas 0 0

a) Im —w4——F———=Ilm —F—7=- =
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o dnd—2n+1 _ 4-Z+L 4
b) lim ———————— = lim —%—2 = —,
n—oo 5n3 +2n2 +3  n—oo 5+ 2+ 5% 5

. 5n®—3n+4 . 57% 7;%
O e AR TE L

+

= Q.

5
0

+

1
TLS
Na osnovu prethodnog primera mozemo zakljuciti da ako su

Py(n) = agn® + ap_1nF M+ -+ an+ap i Qm(n) =bypn™ + b 10 ™t 4 - bin + by

polinomi k-tog, odnosno m-tog stepena, vazi

0 , >k,

1. Pk(:C _ A " — k
im = 5, o M=k,
n=o0 Qm(2) +oo , m<k.

Zadatak 1.5. Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

3
D) 2 1 n 3 9 n 2 2n
a) lim (n—i—) , b) lim <5n a ) , c) lim < n—|—3> .

n—oo \ bnZ +n n—00 5n3 n—oo \ 2n + 1

1 an
Napomena. Ako je lim a, = oo, tada je | lim (1 + ) =e.
n—oo

n—00 an

Takode, ako je lim b, = b za b € R, tada je
n—oo

Qn, bn
. 1 lim by, b
lim 1+ — =en—e | =g,
n—o0 a"

Resenje.
2n? +1\" 2\"
0 i (Gr) =l (3) =0
Bnd +2\" 2 \"
b) lim i = lim (1+— =,,1°°” - neodreden izraz
n—o00 5n3 n— o0 5n3
3 5n3 2

. ] o ~m'n3
n—oo %

Il
o
g B
/-~
[
_|_
(o4
w‘:u‘ -
N~
Il

urlo
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n+1 _|_5n+1
Zadatak 1.6. Izracunati lim ——
n—00 3n — jn
Resenje.
3 n+1
n+1 5 - +1
5ntl 3 +1 5
gn+l 4 gntl 5 \—,—/0
lim ———— = lim - = lim Al =-5
5n -] =1 -] -1
5 5
——
—0
Zadatak 1.7. Izracunati sledece grani¢ne vrednsti:
. =D+ (n+1) . 1 2 n—1 . 1-242-3+---+n-(n+1)
@) Jim ey D) i (bt T ) o) lim . ~
Resenje.
-1 1)! —1)! 1 - 1!
o i DD DUt (=)
n—oo (n+1)! n—oo (n+ 1)n(n —1)!
_ (n=1)!(1+n(n+1))
= lim
n—00 (n—Dln(n+1)
o on24n+1
= lim — T = 1
n—oo n“+n
1 -1 1+24--- -1
b) lim | — + = + +n =,0-00" = lim 244 (n-1)
n—oo n2 n2 n2 n—o00 n2
~~ S——
-0 =0 —0
' (n—l)(;—H—l) on2-n 1
= lim —5— = lim = —.
n— o0 n n—r00 2'/L2 2

Napomena. Zbir prvih n brojeva je dat sa

1
1-24+92. . 1 1-(1+1 2.(24+1 . 1
¢) lim + 3+3+n (n+):hm (14+1) + (+3)+ +n-(n+1)
n— oo n n— 00 n

142+ +n+ 12422+...40n°

zbir prvih n brojeva  zbir kvadrata prvih n brojeva

= lim

n—oo 77,3
n(n+1) n(n+1)(2n+1)
+ 2 1 2
= lim 2 3 6 = lim n(n+1)(n+2)
n—o00 n n— o0 6n3
o n?4+3n+2 1
= lim ——— = —.
n—00 377,2 3

Napomena. Zbir kvadrata prvih n brojeva je dat sa

1)(2 1
12+22_~_._.+n2:”(”+ )6( n+ )
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Zadatak 1.8. Izracunati sledece grani¢ne vrednsti:

a) lim< 4n2+3n7572n), b)nlirgo(\/n+f nﬁ), c)nlgrxgon(\/n2+1f€/n3+n).

n— oo

Resenje.

a) lim (\/ dn?+3n—5— 2n> = ,,00 — 00" - neodreden izraz

n— oo

n— oo

b) lim (\/nJrf n\/ﬁ>

¢) lim n(\/n2+17 \B’/n3+n)

n—oo

Zadatak 1.9. Izracunati:

Resenje.

a) lim
n—oo

VAn? +3n—-5+2
lim (\/4n2+3n—5—2n)- n- o +an

n—00 Van2 +3n —5+2n

. 4n? +3n — 5 — 4n? . 3n—95

lim = lim
naoo,/4n2+3n_5+2n n—o00 (4_’_7_7)_"_2”
. n(3—2) 3

lim = —.

B ey

=,,00 — 00” - neodreden izraz
mn(¢n+¢—¢n—w0.v%+¢”+¢ﬁ—¢”

n++n—n++n
lim
n—soo \/n—l—f—i—\/n—

= lim

e <¢1 “+vﬁ >

=,,00 — o0” - neodreden izraz

= lim n( n24+1-n+n— \3/n3+n>

n— o0
= lim n( +1—n)+lim n(n—\3/n3—|—n>
n— 00 n—00
i n( n2+1fn)(\/n2+1+n)+
= lim
n—oo \/n2+ +n
n(n—vnd+n)(n®+nvVn®+n+ Y/(n® 4+ n)?)

+ lim
n—oo n2 +nvn®+n+ Y/ (nd +n)?
21 _p2 3 _ (3
o ML) G ()
n—oo \/p24+14n oo n2 4 nynd +n+ Y(nd+n)?
: —n’
= lim + lim 5 -
n—00 \/n2 1+n n—>00n2+n\/n3+n+§‘/n3+n)2
= lim n + lim
n—>oon(/1+%+1) n—00 <1+\/1 2+\/1+n2 )
11
2 3 6

sin <7r\/ n? + n) , b) lim sin? (7‘(\/ n? + n) .
n—0o0

a) lim sin (77\/ n? + n) = ,,sinoo” — ne postoji

n—oo
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= lim sin (71' n2+nin7r> = lim sin | 7v/n? +n—nr+ nw
n—00 n—00 —_— =~
a B
[Koristimo: sin(a 4 ) = sin «cos § + cos asin ﬂ}

= lim | sin (7‘(‘\/ n24+n— nﬂ') COS N7 + Ccos (77\/ n?24+n— nﬂ') sinnm
— —_—

n—oo
=(-1)n =0

lim (—1)"sin <7r\/ n?+n— mr) .
T 00 N o
an by

Ovde ne mozemo primeniti lim a,b, = lim a, lim b,, jer lim (—1)" ne postoji. Medutim, po-
n—oo n—oo n—oo n—oo
smatra¢emo posebno niz b, i kako je

"2
s () =t s (Vi) D

7(n? +n —n?)

nm
= lim sin — = lim sin —
n— o0 \/n2+n+n n— 00 \/n2+n+n

R nmw .o
=sin lim =sin— =1

e Viktn4n 2

sledi da ni lim (—1)"sin (7v/n? +n — n7) ne postoji.

n—oo

b) Analogno, kao i prethodnom zadatku, dobijamo

lim sin? (77\/ n?+ n) = lim (—1)?"sin? <7r\/ n?+n— mr)

n— o0 n— o0
. . . . ™
= lim sin® (7r\/ n2+n— ’I’LTI') = lim sin® = = 1.
n—o00 n— 00 2

Zadatak 1.10. Dat je niz sa opstim ¢lanom

anp=n—1—+/pn? +qn,
gde su p,q € R, p > 0. U zavisnosti od p i ¢ odrediti kada ovaj niz:
a) konvergira,
b) divergira.

U sluc¢aju konvergencije, odrediti kada ovaj niz konvergira ka nuli, a kada broju razli¢itom od nule.

Resenje.
Kako je

lim a, = lim (n—l—\/IW)-n_1+ /pn® £ qn
o™ = atris n— 11 e gn
~ lim (n—1)%2 — (pn? + qn) ~ lim n?—2n+1—pn?—qn
n—roo n—1+\/m n—oo n—1+\/m
i (1—pn®>—2+qgn+1

nooo p—1+4/pn?+qn

dobijamo da
a) za p =11isve ¢ € R niz konvergira,

b) za p # 11isve g € R niz divergira.
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U nastavku posmatramo slu¢aj kada je p = 1, dobijamo da je

lim a, = lim —Qtantl _ lim n(*(2+q)n+%) _—(2+9)
Primetimo da konvergencija niza ne zavisi od ¢, dok je grani¢na vrednost niza {a,} zap =11iq = -2

jednaka 0, a za p =11 g # —2 jednaka broju A, A #£ 0.

1.2. Ograniceni i monotoni nizovi
Definicija 1.11. Za realni niz {a, } kazemo da je

e ogranicen sa gornje strane ako postoji realan broj M takav da je a,, < M za sve n € N. Broj
M nazivamo gornje ograni¢enje niza {a, };

e ogranicen sa donje strane ako postoji realan broj m takav da je a, > m za sve n € N. Broj m
nazivamo donje ogranicenje niza {a,};

e ogranicen ako postoje realni brojevi m, M € R takvi da za sve n € N vazi da je m < a, < M.
Svaki konvergentan niz je ograni¢en. Obratno ne mora da vazi.
Definicija 1.12. Broj s je supremum niza {a,}, u oznaci s = sup{a,}, ako vazi:
1. (Vvn €eN) a, < s,
2. (Ve > 0)(Ing € N)(an, > s —¢).
Supremum niza je njegovo najmanje gornje ogranicenje.
Definicija 1.13. Broj i je infimum niza {a,}, u oznaci i = inf{a,, }, ako vazi:
1. (¥n€N) a, > 1,
2. (Ve > 0)(Ing € N)(an, <i+e).
Infimum niza je njegovo najveée donje ogranicenje.
Definicija 1.14. Za realni niz {a, } kazemo da je
¢ monotono rastuéi ako za sve n € N vazi da je a, < ani1;
e monotono neopadajucdi ako za sve n € N vazi da je a,, < ap41;
e monotono nerastuci ako za sve n € N vazi da je a, > ap41;
e monotono opadajuéi ako za sve n € N vazi da je a,, > ap1.
Teorema 1.15. Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan. Specijalno:
1) monotono rastudi (neopadajuci) niz koji je ogranicen sa gornje strane, konvergira svom supremumu;
2) monotono opadajuci (nerastuci) niz koji je ogranicen sa donje strane, konvergira svom infimumu.

Zadatak 1.16. Ispitati monotonost, ograni¢enost, supremum, infimum, tacke nagomilavanja i grani¢nu

vrednost (ukoliko postoji) za niz {a,} ¢iji je opsti ¢lan niza dat sa
_3n—1
S bn41°

an

Resenje. Kako je

3n+1) -1 3n-1 3n+2 3n-—1

5n+1)+1 5n+1 5n+6 5n+1

(Bn+2)(5n+1) — (5n+6)(3n — 1)
(5n+6)(5n + 1)

Ap+1 — Qp =

= 8 >0
~ (5bn+6)(5n +1) ’
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dobijamo da je niz monotono rastuéi, a samim tim a, > a1 = 3 za sve n € N, pa je ogranicen i sa donje

strane. Primetimo da je imeniilac veé¢i od brojioca, pa je i a,, < 1 za sve n € N. Dakle, niz je ogranicen.
Iz monotonosti i ogranic¢enosti sledi da je niz konvergentan i pri tome je

3n—1 3

lim a, = = —.
n— 00 m+1 5

3 3 1
Jedina tacka nagomilavanja je 5 Supremum sup{a,} = 5 i infimum inf{a,} = 3

Zadatak 1.17. Za prethodni primer odrediti poc¢ev od kog ¢lana se svi naredni nalaze u e-okolini grani¢ne
vrednosti za ¢ = 0.1.

Resenje. Posmatramo za koje vrednosti n ¢ée vaziti |a, — a| < &, odnosno za koje vrednosti n vazi

3n—1 3
——-| <0.1.
on+1 5‘
Posto je
3n—1 §<01 15n —5—15m —3 <i o 8 <i
on+1 5 ' 5(5n+1) 10 5(5n+1) 10
8 1
< — & 16<5 1 & 5 15 & 3
5(5n+1)<10 n -+ n > n>o,

dobijamo da za sve n > 3 vazi nejednakost, odnosno pocevsi od ng := 4 svi naredni ¢lanovi niza se nalaze
u e-okolini.

Napomena. Broj ng zavisi od € i on pokazuje koliko se ¢lanova niza nalazi izvan e-okoline tacke a.
Da bismo videli tu zavisnost, pretpostavimo da nam vrednost za € nije data u zadatku. U tom slucaju
potrebno je odrediti prvi prirodan broj za koji vazi

<e & L<s & 5n+1>i & n>1 é—1
5(5n 4 1) 5e 5 ’

1/8
U opstem slucaju broj 3 ( - 1> nije prirodan broj. Dakle, prvi prirodan broj veéi od njega je dat sa

5e
1/8
e | 1.
o {5(55 >J+

Funkcija |-] je najveée donje celo - |z] je najvedi prirodan broj koji je manji ili jednak sa x.

1.3. Teorema o ukljestenju

Teorema 1.18. Neka su {a,},{bn} i {cn} realni nizovi. Ako vazi:
(1) an < ¢, <by, za sven €N,

(2) {an} i {bn} su konvergentni i pri tome je lim a, = lim b, = A.
n— oo n—oo

Tada je niz {c,} konvergentan i lim ¢, = A.
n—oo
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Zadatak 1.19. Pokazati da je niz {c, } €iji je opsti ¢lan ¢, = /2™ + 3" konvergentan i odrediti njegovu
grani¢nu vrednost.

Resenje. Posto je

sledi

3n < {/on 4+ 3n < /2. 37,
odnosno
3< /2n 430 < 3V2.
S obzirom da je

lim3=3 i lim 3V2=3

lim
n—oo n— 00 n—oo

Y/2=3.1=3,

ispunjena su oba uslova teoreme o ukljestenju, pa je niz {c,} konvergentan i vazi lim ¢, = 3.
n—oo

Zadatak 1.20. Pokazati da je niz {c,} dat sa opstim ¢lanom

1 1 1
VvnZ+1 Vn2+42 vn2+n

konvergentan i odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

Resenje. Pre svega, primetimo da je

1 1
027:77
TV V2
U S SR S
TV V22r2 VB A6
1 1 1

1 1
= + + = + + ,
V3241 V3242 V3243 VIO V11 V12

C3

1 1 1
n = + +...+77
Vn2+1 Vn2+2 vVn2+n

odnosno, n-ti ¢lan niza ¢, ima n sabiraka. Kako je

1 1 1 1 1
VnZ+n VnZ+1  Vn2+2 vn?+n n2+1’
N————— —— ——— ———
kandidat za an, najveli sabirak najmanji sabirak kandidat za b,

n sabiraka

dobijamo da je a,, < ¢, < b, za sve n € N, pa je uslov (1) iz teoreme o ukljestenju ispunjen. Takode, vazi
da je

I = 1 Y —1, i lim b, = li L
noeo ™ T B VnZan 0 nbee M abee vmzrl
tj. imamo lim a, = lim b, = 1, pa je i uslov (2) iz teoreme o ukljestenju ispunjen. Dakle, na osnovu
n—oo n—oo

teoreme o ukljestenju niz {c,} je konvergentan i vazi da je lim ¢, = 1.
n—oo

Zadatak 1.21. Pokazati da je niz {c,} dat sa opstim ¢clanom

1 1 1
V86 +1  /8nb+2 v/8nb 4 Hn?2

konvergentan i odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

Cn
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Resenje. Kako je

5n? < 1 n 1 R 1 < 5n? b
a, = < e - < = 0Op,
v/8nb + Hn?2 V/8nb+1  /8nb+2 /8nb + 5n2 V/8nb + 1
——— ——
najveéi sabirak najmanji sabirak

5n2 sabiraka

imamo da je a, < ¢, < b, za sve n € N. Takode,

2
g i lim b, = lim — 2

n—00 n—oo /8n6 + 1 2’

5 2
lim a, = lim "

n—00 n—o0 /8nb + 5n2 o

5
pa na osnovu teoreme o ukljestenju dobijamo da je i niz {c,} konvergentan i pri tome je lim ¢, = 3
n—oo

Zadatak 1.22. Pokazati da je niz {a,} dat sa opstim ¢lanom
1 1 1
= — + - T
Vot 42 /nlt 43 vnlt +2n?

konvergentan i odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

an

Resenje. Primetimo da je opsti ¢lan niza {a,} dat kao zbir 2n? — 1 sabiraka od kojih je prvi sabirak
najveci, a poslednji najmanji, pa vazi:

m? —1 2n? —1
bnzfganéizcnu
vnld 4+ 2n2 vnlt +2
Kako je
on? —1 o2n? —1
lim b, = lim — = lim ———M— =2
n—oo n—o0o ,7/77‘14 + In2 n—o0o n27 /1 + n2ﬁ
1
. i 2n2 —1 i 2n2 —1 5
im ¢, = lim —/8/—— = lim —— =2,
n— o0 n—oo y/nl4 +2 n— 00 n2 7/1 + 734
vazi da je

lim b, = lim ¢, = 2.
n—oo n—oo

Na osnovu teoreme o ukljestenim nizovima sledi da je niz {a, } konvergentan i da je lim a, = 2.
n—oo

1.4. Grani¢na vrednost rekurzivno zadatih nizova

Zadatak 1.23. Dokazati da je niz {x, },en dat sa

2
1 = 57 Tn41 = T

konvergentan i odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

Resenje. Prvo ¢emo pokazati da za sve ¢lanove niza vazi 0 < x,, < 1.

Ogranicenost:
Bl Zan=1jex; = %, pa je zadovoljeno 0 < z1 < 1.

IH Pretpostavimo da za neko n =k vazi 0 < a3 < 1.



10 Matematicka analiza I

IK Treba pokazati dazan=k+1vazi 0 < x4 < 1.
Iz indukcijske hipoteze dobijamo

0<1’k+1:.’[i<l’k<1.

Na osnovu principa matematicke indukcije mozemo tvrditi da je niz {z,} ogranicen.

Pokazimo sada da je niz monotono opadajudi.
Monotonost:

. . . 1 9 ..
Primetimo da je z1 = = > 1 = z] = 22, pa vazi T; > 2.

N =

Treba pokazati da vazi xy > x4+ za svako k € N,
— 2 _
Tpp1 — @ = @ — x = (5 — Dy <0,
jer je 0 <z < 1, za sve k € N. Dakle, niz je monotono opadajuéi.

Kako je niz je monotono opadajudéi i ogranicen sa donje strane, sledi da je konvergentan i da konvergira
ka svom infimumu.

Konvergencija:
Neka je
lim z, = z.
n—oo
1z
2
Tpt+1 = Ty,
sledi
lim z,4+; = lim a:i,
n—oo n—oo
odnosno

r=2> & 2°-2=0 & 2(x-1)=0 & =0V =1,

a kako je niz opadajudi, sledi da je

lim z, = 0.
T—r00

Zadatak 1.24. Pokazati konvergenciju i odrediti grani¢nu vrednost niza

ant+1 =V2+ay, a1 > 2.

Resenje. Dokaza¢emo da je niz monotono opadajuéi i ograni¢en sa donje strane brojem 2.

Monotonost:

BI Za n =1 treba pokazati a; > as,

as =2+ a1 <Va+ a1 =+2a; < /a2 = a.

IH Pretpostavimo da za neko n = k vazi arp_1 > ag.

IK Treba pokazati da za n =k + 1 vazi ax > agy1.
Iz indukcijske hipoteze dobijamo

k41 = V2 +ar < /2 +ap_1 = ax.
Dakle, niz je monotono opadajudi.
Ogranicenost:
BI Zan =1 je a; > 2 po pretpostavci.

IH Pretpostavimo da za neko n = k vazi ag > 2.
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IK Treba pokazati da za n =k + 1 vazi ag41 > 2.
Iz indukcijske hipoteze dobijamo

ak+1 =V2+ap > V2+2=2,
pa je niz ogranicen.
Iz monotonosti i ogranic¢enosti sledi da je niz konvergentan, tj. postoji lim a,.
n—oo

Konvergencija:

Neka je lim a, = A.
n—oo

Kako je
ni1 =V2+a, = lim apq = \/m
n—oo n—oo
sledi

A=V24+A4 & A2—A—-2=0A A>0
& (A=2V Ay=-1) A A>0
= A=2.

Prema tome,

lim a, = 2.
n— o0

Zadatak 1.25. Neka je niz {a,} dat sa

2a, + 1
an +4°

a1 =1, apy1 =3- n € N.

Pokazati da je niz {a,} konvergentan i naéi njegovu grani¢nu vrednost.

ResSenje. Prva tri ¢lana niza su

9
g 201, 2l 6
. = . 9 — e

Ocigledno je da je niz {a,} niz pozitivnih brojeva, tj. .

Pokazimo da je niz {a, } monotono rastudi.

9
a1:17 a/2:ga asz =

Monotonost:

BI Za n =1 treba pokazati as > aq,

ap=1< = ag.

5
IH Pretpostavimo da za neko n =k vazi a > ap_1.
IK Treba pokazati da za n = k + 1 vazi agy1 > ay, odnosno da je

ap < k41 < Q41 — A > 0.
3. 2ar + 1 Ca 2a_1 + 1 _3. (Zak + 1)(ak_1 +4) — (2ak_1 + 1)(ak. + 4)
ar + 4 ap—1+4 (ag—1 +4)(ak +4)
) 2aiap—1 + 8ak + ag—1 +4 — (2arax—1 + 8ax—1 + ar +4)

=3

(ar, +4)(ar—1 +4)
7ak — 7a,k_1 21(ak — ak_l)

=% (ar +4)(ar_1+4)  (ar+4)(ar1+4) =0

Dakle, niz je monotono rastué¢i, odnosno ’ an < Gpy1,vn €N ‘

11



12 Matematicka analiza I

Pokazimo da je niz {a, } ogranicen sa gornje strane brojem 3.
Ogranicenost:

BI Zan =1 je a; < 3.

IH Pretpostavimo da za neko n = k vazi a < 3.

IK Treba pokazati da za n =k + 1 vazi ag41 < 3.

ap <3 = a=3-6,0>0

2ap + 1 23— 8) +1 7-25
:3 :3' :3 <3.
Bt ap + 4 3_0+4 -5
~——
<1

Na osnovu principa matematicke indukcije mozemo tvrditi da je niz {a,} ograni¢en sa gornje strane, tj.

an <5,V < T}

Iz monotonosti i ogranic¢enosti sledi da je niz konvergentan, tj. postoji lim a,.
n—oo

Konvergencija:
Neka je
lim a, = A.
n— 00
1z
3 2a, + 1
Api1 =3 -
+ a, +4
sledi
2 lim a, +1
lim ap4 =3 —22———,
n—o0 lim a, +4
n— oo
odnosno 94 11
A=3.2210 o A2 4A—6A43 o A2_24-3-—0,
A+4

Resenja poslednje jednacine su:
A 244412 2+4
1,2 = = )
’ 2 2

odnosno
A =—-11A45=23.

Kako je a,, > 0, sledi da je lim a, > 0, odnosno A > 0. Dakle,
n— oo

lim a, = 3.
n—oo

Zadatak 1.26. Neka je niz {a,} definisan na slede¢i nacin

2
+a?", c € RT.

oo

c
ayp = 5, ap41 =

a) Pokazati da je niz monotono rastudi.
b) Dokazati da je niz konvergentan ako i samo ako ¢ € (0, 1] i naéi njegovu grani¢nu vrednost.
Resenje.
a) Pokazimo da je niz {a,} monotono rastudi.
Monotonost:

BI Za n =1 treba pokazati da je as —a; > 0,

[ V)

c
8

NS
| R
| S

+ + = a-a= > 0.

oo
[\ e
N o

ag —

N O
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IH Za n = k pretpostavimo da vazi ap — ax—1 > 0.

IK Za n =k + 1 treba pokazati da je ax4+1 — ar > 0,

c a? c az, 027612, ap — ap—1)(ag + ap—
ak+1_ak:2+2k_<2+ k21>:k2k1:( 1)2( 1)>0’

zbog IH i zbog a,, > 0, za sve n € N.

Na osnovu principa matematicke indukeije mozemo tvrditi da je niz {a, } monotono rastuéi, odnosno

vazi ‘ Gp < Gpt1,Yn € N ‘

b) Pokazimo da je niz konvergentan ako i samo ako ¢ € (0,1].

(=) Ako je niz konvergentan ( lim a, = A), onda ¢ € (0, 1].
n— oo

3N

a

Iz api1 = - + sledi:

N
ol

I €L im a2
m a = — — 11m a
oo TTL 2 2n500

odnosno )

A:g+A7 & A2 244 c=0.

Resenja poslednje jednacine su:

Aqo

3

2++4 -4
- fe —1+V1-<
Da bi ova resenja bila realna mora da vazi:
1—-c>0 = c¢<1AceRt = ce(0,1].
(<) Ako ¢ € (0,1], onda je niz konvergentan.
Pokazimo da je niz {a,} ogranic¢en sa gornje strane.
Ogranicenost:

BI Za n =1 treba pokazati da je a; < 1,

_c<1<1
“M=9=3
IH Za n = k pretpostavimo da vazi aj < 1.
IK Za n =k + 1 treba pokazati da je ary1 < 1,
2 2
c ag 1 a; 1 1
=k <oy TE oo C o,
Ak41 2—|—2_2—|—2<2—|-2

Na osnovu principa matematicke indukcije mozemo tvrditi da je ‘ an < 1,¥Yn € N.

Kako je niz {a,} monoton i ogranicen, sledi da je niz {a, } konvergentan, tj. lim a, = A.
n—oo

Konvergencija:

Moguce grani¢ne vrednosti su:
A1:1+\/1—621 i AQZ].—\/].—CS]..
Posto je a, < 1 za svako n € N; sledi

lim a, =1—-+vV1—c.

n—oo



14 Matematicka analiza I

1.5. Kosijevi nizovi

Definicija 1.27. Niz {a,} je KoS§ijev niz ako vazi
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn, m € N)(m,n > ng = |am — an| < ).
Definicija 1.28. Niz {a,} je Kos§ijev niz ako vazi

(Ve > 0)(3no € N)(Vn, p e N)(n > ng = |antp — anl| < €).

Svaki konvergentan niz je Kosijev.

U metrickom prostoru R vazi: niz {a, } je Kosijev ako i samo ako je konvergentan.

Zadatak 1.29. Pokazati da je niz {a,} sa op$tim ¢lanom

R I
an: — — . e J—
4 9 n?

Kosijev.
Resenje. Niz {a,} je Kosijev ako vazi:
(Ve > 0)(3no € N)(Vn, p e N)(n > ng = |antp — anl| < €).

Neka je € > 0 proizvoljan broj. Tada za bilo koja dva prirodna broja n i p vazi:

1 1 1 1 1
iy — | =1+ =t —— (1= =
Untp = an| = |1+ 35 + TET eI T e <+22+ +n2)
S S
(n+1)? (n+2)? (n+p)?
I 1 1
iskoristimo nejednakost: — < - -
(n+i)?2  (n+i—1)-(n+1)
S ! +ot !
nn+1) (m+D®n+2) 7 (n+p—1)(n+p)
[ 1 1 1
svaki sabirak predstavimo kao - - = - — :
| (n+i)(n+i+1) n+i n+i+1
1 1 + 1 1 n n 1 1 + 1 1
“n n+l n+l n+2 7 n+p—2 n+p—1 n+p—1 n+p
1 1 1 1
=— - < < —<e.
n n+p n+l n

Prethodna procena pokazuje da je |an4p — an| < € za sve n, p € N takve da je

Pokazati da je niz {a,} divergentan.

Resenje.
Pokazacemo da niz {a,} nije Kosijev, odnosno da vazi

(Fe > 0)(Vng € N)(In, p € N)(n > ng Alantp — an| > €).
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Kako je
1 1 1 1 1 1
Antp — An| = ”5*"‘+;+m+“'+m‘ Ttg+t
1 1 1
=—+—F+--+ P ;
n+1 n+2 n+p n+p

za p = n se dobija
| > n n 1
aon — @ = — =,
2n " n+n 2n 2

Dakle, niz {a, } nije Kosijev, pa nije ni konvergentan.

Zadatak 1.31. Koristeéi Kosijev kriterijum ispitati da li je niz {c,} s op$tim ¢lanom

cos27  cos27? cos 27"

I T R Ty e )

konvergentan.
Resenje. Niz {c,} je Kosijev ako vazi

(Ve > 0)(3no € N)(Vn, p e N)(n > ng = |cntp — cnl| < ).
Neka je € > 0 proizvoljan broj. Tada za bilo koja dva prirodna broja n i p vazi:

cos 2771 N cos 2712 cos 27™tP
(n+1)-(n+2) +2)-n+3) " (n+p)-(n+p+1)
[iskoristimo nejednakost trougla: |A + B| < |A| + |B]]

Cn4p — Cn‘ =

cos 27" t1
(n+1)-(n+2)

cos 27" P
(n+p)-(n+p+1)

[iskoristimo ograni¢enost funkcije: |cos x| < 1]

< +...+

1 1
<—-+...+
“(n+1)-(n+2) (n+p)-(n+p+1)
1 1 1
svaki sabirak predstavimo kao - - = - — -
(n+i)n+i+1) n+i n+i+l
_ 1 1 n 1 1 n n 1 1 n 1 1
T n+1 n+2 n+2 n+3 7 n+p—1 n+p n+p n+p+1

1 1 < 1
T n+1l n+p+l - n+1l

Prethodna procena pokazuje da je |cp4p — cn| < € za sve n, p € N takve da je

n > no(e) = H +1.

€
Dokazali smo da je niz {c,} Kosijev, te sledi da je niz konvergentan.

Zadatak 1.32. Neka je opsti ¢lan niza {b,} dat sa

Pomoéu Kosijevog kriterijuma pokazati da je niz {b,} divergentan.

15
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Resenje.
Pokazademo da niz {b,} nije Kosijev, odnosno da vazi

(Je > 0)(Vng € N)(3n, p € N)(n = no A |bpyp — bp| > €).

Za proizvoljne n,p € N vazi

mte T T 2 Inn  In(n+1) In(n + p) In2 Inn

1 1 1
Tt Ty T ln(n+p)’
[iskoristimo: Inx > 0 za x > 1]
1 1 1 P D
= + ot > >
In(n+1)  In(n+ 2) In(n+p) " In(n+p)  n+p
g
f
Za p =n vazi
n 1
ban — by | > = -
b2 | n+n 2

Kako niz {b,} nije Kosijev, sledi da niz {b,} nije konvergentan.

Zadatak 1.33. Neka je opsti ¢lan niza {a,} dat sa

7sin1 sin 2 sinn

Pomoéu Kosijevog kriterijuma pokazati da je niz {a, } konvergentan.

Resenje.
Pokazademo da je niz {a, } Kosijev, odnosno da vazi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn, p e N)(n > ng = |anyp — an| <e).
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Neka je € > 0 proizvoljan broj. Tada za bilo koja dva prirodna broja n i p vazi:

| sinl sinn  sin(n+1) sin(n + p) sin 1
lantp —an| = | =+t ot g et |
_|sin(n+1)  sin(n +2) sin(n + p)
- 2n+1 2n+2 e on+p
< sin(n + 1) sin(n + 2) sin(n + p)
— 2n+1 2n+2 2n+p
1 1 1
Sot T Tt s
1 1 1 1 1
< 2n+1 + 2n+2 toee Tt on+p + 211,+p+1 + 271,+p+2 +..
B U 11
=g |(Itgtmt tpatayt
- 1
qu 1= gl <1
k=0 q
11
Toontl 1 o <

Dakle, dobijamo

1 1
—<e = 2">- = nln2>In-
n € €

N >1n% N . ln% 1
" o 0= '

Kako je niz {a,} Kosijev, sledi da je niz {a,,} konvergentan.

sinn

)
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