Chapter 1

Integrali funkcija vise
promenljivih

1.1 Dvostruki integrali

1. Odrediti granice integracije dvostrukog integrala // f(z,y)dzdy,
D

ako je oblast D ogranicena

(a) pravama x = 1,z = 2,y = 1 i z-osom,
(b) pravama x =0,y = 2 i y = 2z,

(c) pravama y =2 — x,y = 2 + « i x-osom,

kao $to je predstavljeno na sledecoj slici:

Yy Yy Y
29—y 2
l 1 T
1 2 ¥ 1 ¢ -2 2 ¥
(a) (b) (c)
Resenge:

(a) Oblast integracije je

D={(z,y) eR*:1<2<20<y<1},
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CHAPTER 1. INTEGRALI Matematika 3

odakle je

2 2
D//f(x,y)dxdy—/ 1/fmydx :1/ /fxydy dz.

Oblast integracije je
D={(z,y) €ER*:0< 2 <1,20 <y <2},

1 2
D/ f(%y)dl‘dyzo/ {f(x,y)dy dzx.

Primetimo da u ovom slu¢aju moramo odrediti nove granice inte-
gracije, da bismo zamenili redosled integracije. Ista oblast moze se
drugacije opisati kao

odakle je

D:{(x7y)eR2:O§x§%

0<y<2),

te je

D// F(a, y)dady = 0/ O/ f(a, y)dz | dy.

Sli¢no razmatranju u prethodnom primeru, ako je oblast D opisana
sa
D={(r,y) eER*:y—2< 0 <2—y,0<y<2}

onda redosled integracije moze biti

J[ st zay - /2 2/yf(m,y>dx dy.

Primetimo da se oblast moze opisati i na drugi nacin. Ako Zelimo da
promenimo redosled integracije, oblast se mora podeliti na dva dela
tj. predstaviti kao unija dve podoblasti D = D1 U D, gde je

Di = {(z,y) €eR?: —2<2<0,0<y<2+z}
Dy = {(z,y) eR*:0<2<2,0<y<2-—ua}.

Sada je redosled integracije

D/ / f(a, y)dady = D/ / f(a, y)dady + D/ F(a, y)dudy

0 24x

2
/ /fzydy dx+0/

-2

2—x

/f:l:ydy dx.
0




Matematika 3 1.1. DVOSTRUKI INTEGRALI

2. Odrediti granice integracije integrala [[ f(z,y)dzdy za dva mo-
D

guca redosleda integracije ako je:

(a) D= {(z,y) €ER?*:y < Vz,z < /y},

(b) D ={(z,y) €R? : 2? + (y — 2)* < 4,y < =},
(c) D={(z,y) €ER?: (z —1)* + (y — 3)> < 1},
(d) D = {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 8y, x? + y*® < 8x}.

Resenje:
(a) Ako primetimo da se skup D moZe opisati na slede¢a dva naéina:

D = {(r,y) eR*:0<x<1,2° <y < V),
D = {(z,y) eR?:0<y<1,y*<z< .y}

onda zaklju¢ujemo da vazi:

1

1 [V VY
= / / flav)dy | da = [ / f(@,y)da | dy.

0

(b) Tacke preseka prave y = x i kruznice 22 + (y — 2)2 = 4 dobijamo
reSavanjem sledeéeg sistema jednacina:

y=x A2*+(y—20=4 & y=azAz’+(z-2)?=4
y=ax A2z’ —4zx =0
y=zAz(x—2)=0

t e

x1:y1:0,x2:y2:2.
Jednacina dela kruznice 2% + (y — 2)? = 4 za koji je 0 < y < 2 je
oblika

y—2=—Vd—-a2 s y=2—+4—22
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Sliéno, jednacina dela kruznice 2% + (y —2)? = 4 za kojije 0 < 2 < 2

je oblika
z=+Vi-(y -2 o a=dy -y
Odatle je
2 © 2 [ Va2
I:/ / f(z,y)dy dx:/ / f(z,y)dz | dy.
0 —VA4—a? 0 Y
2 [ 3+V2z—2? 4 [ 14+4/1=(y=3)?
(© I=][ [ fley)dy | de= | J flz,y)dz | dy.
0 \3—v2z—=2? 2 1-/1-(y—3)2
4 [ VBa—a? 4 [ Vey—v?
d) I=[ [ fy)dy | de= [ [ fzy)de | dy.
0 \u—vi6—2? 0 \4-\/16-y2

3. Uvesti pogodnu transformaciju koordinata i izra¢unati njen Jako-
bijan, ako je

(a) D= {(z,y) ER?*:y <z <3y,1<z+y< 3},
(b) D={(w,y)€R2=w2+y2S&%Syéﬁw},

(e)D:{(m,y)eR2:1<w2 §§4},a,beﬂ£.

NS
<

(a) (0)

Resenge:

(a) Ako uvedemo smenu u = Tiv= x+y,ondajeu€[l1,3]ive]l,3].
Yy

uv

Iz smene dobijamo da je z = Yy = Y T odakle je Jakobijan

u—|—11 u+
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transformacije
v _u
_ +1)2 +1
J(’Uq U) = _(u v) ul
(u+1)2 u+1

- (ufl)Quil _uil <_(u+1]1)2) - (u+v1)2'

(b) Sa slike vidimo da je oblast D deo kruga koji lezi u prvom kvadrantu
1

izmedu pravih y = 77 i y = v/3z. Uvedéemo transformaciju Dekar-
tovih u polarne koordinate z = pcos p, y = psin g, pri ¢emu p € [0, 3]
ipe 53]

Jakobijan transformacije je

cosp —psing
sing  pcose

J(p, ) =

‘ = pcos? o + psin® ¢ = p.

(c) Data oblast se nalazi u prstenu izmedu dve elipse, kao to je to
ilustrovano na slici. U ovom slu¢aju moZemo uvesti smenu % =
pcosp, ¥ = psing, pri ¢emu p € [1,2], ¢ €[0,27]ia,b € R.

Jakobijan transformacije je

acosy —apsing

_ 2 in2 . —
bsing  bpeose | abp cos” p + abpsin® p = abp.

J(p, ) =

4. Izradunati [ 22y + zydxdy ako je
D
D={(zy)eR?: -1<x<2,-3<y<1}.

Resenge:

1 2 yl
I = [ | [@y +ay)d|dy
23\
1 =2 -1 2 T
4 2

= I(=e)| @
-3 r=—1
1

= [ 9ydy = —36. -3
23

5. IzraGunati I = gf p2pdpdy ako je D = {(p,¢) € [0,2] x [E,Z]}.
Resenje: Funkcija f(p,¢) = p?¢ je proizvod funkcija jedne promenljive

koje zavise od p i ¢. Osim toga, oblast D je pravougaona, zbog Cega se
dati integral moze izra¢unati kao proizvod dva odredena integrala.

5 2

2

I=//f(p,w)dpd<ﬂ=/<pd<p-/p2dp: %
D z 0

9

=3 3

. 3

=2
P 7'('2

9

©
® p=0
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6. Izracunati dvostruki integral I = [[ xdzdy ako je
D

(a) D:{(may)eR2:2Sm§3a%Sysmz}a
(b) D= {(z,y) €ER*:1 <2 <25 —y* -3 <y <0},
() D={(z,y) €R*: (x —1)* + (y — 3)> < 1}.

Resenje:
3 [ 2? 3
4 z=3
a) I = zdy | de = B de= (% — ¢ zg
(a)
9 % 5 4 =2 4
0o [ 25—4? ) 0
(by I = / / zdr | dy = 3 / (25 —y*)? —1)dy
-3 1 23

1 1 50 P
== [ (624 =502 + yHdy= = (624y — = + =
2/( v’ +yt) dy 2( y- v+

-3
= 5 (1872 — 450 4 %) = 32

(¢) Integral resavamo transformacijom koordinata
x—1=pcosp, y—3=psinp,p€[0,1],¢ € [0,2n].
Jakobijan transformacije je J = p. Time se integral svodi na:

o /1 2r p=1

PP
I = / /(1+pcos<p)pdp dapz/(Z—&-gcosgo) dy
0 0

0 p=0
2m

1 1
6/(3+2cos<p)d<p: 6(3-277) =T.
0

7. IzraCunati povrsinu figure:
(a) D ={(z,y) € R?: 9 < x? +y* < 16},
(b) D= {(z,y) € R?: 4(x — 1) + 9y < 36} i
() D={(z,y) €R?: 2 <y < 2z,1<ay<4,z>0,y>0}.
Resenje:

(a) Oblast ¢iju povrsinu treba izracunati je kruzni prsten. Uvodimo
transformaciju

T =pcosp, y=psing, pe€[3,4], pel0,2r].
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(a) (b) (c)

Jakobijan transformacije je J = p. Povrsina date oblasti je tada:

2 4
2
ADz//dwdyz/dg&-/pdszﬂ'-%
D 0 3

(x—1)* ¢
i A
g Tai="h

integral mozemo izra¢unati uvodenjem transformacije

4
= 7.
3

(b) Kako je
4(x —1)% +9y* < 36 <

-1
“T3 %:psingp, p€0,1], »€[0,2n].

Odatle zaklju¢ujemo da je

= pcos g,

r=1+3pcosy, y=2 psiney,

i Jakobijan transformacije je J = 6p. Povr§ina date oblasti je

2w 1
2
AD://dxdy=6/d<p~/pdp=6~27T-%
D 0 0

(c) Ako uvedemo transformaciju koordinata u = £,v = xy tada oblast
integracije postaje pravougaona oblast u uv-ravni, za koju u € [%, 2]
i v e [1,4]. Iz transformacije dobijamo da je z = \/Z iy = u,/Z,
odakle je Jakobijan transformacije

1
= 6.
0

1 v 1 T

2u u v u 1 1
J(u,v) = =—— - —.

v
1 /o 1 /m du  4v wu 2u’
AVATIE RVAT

Tada je traZena povrsina:

2 /4
ADz//dxdy:/ /’—1
2u

D 1o\l

3 2
dv | du = 3 (Inw)| =3In2.

1
2
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8. Izracunati masu i teziSte homogene ploce

(a) D={(z,y) eR?2:0< < a,0<y<b}i
(b) D= {(z,y) €R*: 2* +y* <9,y > 0}.

gustine pu(x,y) =1, (z,y) € D.

) )
b

Resenge:

(a) Masa date ploce je
m://uda:dy:ﬂ-AD:,uab.
D

TeZiste ploce je tacka T'(z7,yr), ¢ije koordinate su

b a

1 1 1
xTz—//uxda:dyz—//xdxdyz—/ /a:dx dy
m ab ab
D D 0

0
Y

b b

1 T 1 a? 1a%b a

ab/ 2 Y= w2 / Y= 2 2’
0 0

b
1 1 1
yr = — /uydwdy:f /ydwdy:f /ydy dx
m ab ab
0

[V

(b) Zbog specifi¢nosti oblasti prelazimo na polarne koordinate:
x = pcosyp, y=psing, p€[0,3], ¢ €[0,].

Odatle< je masa

™ 3

m://dmdy:/dgo-/pdp:(p
D

0 0
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3

1 2 7
:—//wdxdy:—/ /pQCOS(pdp dy
m 97
D 0

Lt
0
2 [P 2 T 2 m
== |2 cospdp = —9/cos<pdg0: —sing| =0,
9 3 I T 0
0 p=0 0
1 9 ™ 3
yt:f//ydxdy= */ /szinwdp dy
m I
D 0 \0
s 3 s
2 3 2 2 T A4
= o % singodcp:g-Q/singpdgo:;(fcosgp) e
0 0 0

9. Izrac¢unati masu i teziSte ploce
D ={(z,y) eR*: 2® + y* < 25,0 < y < V3x}

gustine u(z,y) = =2 + y2, (z,y) € D.

Resenje:
Y
Oblast integracije prikazana je na slici. Non
Uvodimo smenu: / \3
\

T =pcosp, y=psing, —

pe 0,5, o e [0.5]. J
Tada je:

7r

3 5

m = //x +yH)dady = / /p cos? ¢ 4 p?sin? @) pdp | dyp

0 0

B E
1 45 6257
-/ /3dp d:/d@/f’f) oy 3ol = 55
0 0

0
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5

s
1 12
=—[]: dedy = ——— 4 dp | d
Ty m//»w(x,y)xy 62577/ /p cospdp | dip
D 0

0
5

56\/3

12 j ; / iy 12 ‘% o

=—— [ cos . = sin e

6257 L B T S
0 0

1 12 .
yr = — /yu(%y)dxdy = 7/ /04 sinpdp | de
m 25T
D 0

Dakle, masa ploce je m = 6?%, dok su koordinate tezista plo¢e T’ (%, %) .

10. Izracunati zapreminu oblasti:
(@) V={(z,9,2) €ER*: =2 <2< 2,-3<y<1,0<z<5},

(b) V={(z,y,2) €ER®: 2 — 5 < —/x? + y2,z > 1},
(c) V={(z,y,2) eR3: 22 + 92 < 16,0 < 2 < 9 — z2 — y?},

(d) V:{(mayaz)€R3:m2+y2§1’
224+ y? —2<2<2—x2 -y}

Resenje:

(a) Oblast V prikazana na slici je kvadar u R3.

z

Zapreminu ¢emo izrac¢unati kao dvostruki in- \ .

tegral funkcije z = 5 nad projekcijom D na \ !

xTy-ravan: ! !
D={(z,y) eR*>: 2<z<2 -3<y<1}. P
p //I y

x l/
Znadi,
1/ 2 1 2
AV = //5da?dy:/ /5d1’ dy:5/dy~/d9:
D -3 \-2 =3 )
= 5-4-4=280.
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(b) Primetimo prvo da za svaku tacku (z,y, z) skupa V' vazi

1<2<5—/x2+32.

Oblast V' ¢iju zapreminu treba izracunati je ogranifena sa gornje
strane delom konusa z = 5 — /22 + 92, dok je sa donje strane
ograni¢ena sa ravni z = 1. Dobijeno telo je kupa u R?, visine 4 i
polupreénika osnove 4. Poluprec¢nik osnove dobijamo iz preseka ravni
i konusa
z=1ANz=5— a2 +y2 o 2? +y* =4°
Dakle, projekcija na xy ravan je
D = {(z,y) € R? : 2 +¢* < 16},

pa je zapremina dvostuki integral nad D razlike funkcija zo(z,y) =

5—+vVa2+y?iz(z,y) =1.

. AN
A54 4 5\Y

Kako je projekcija centralni krug polupreénika 4, uveséemo smenu

z = pcosp, y=psing, p€[0,4], p €[0,27].

Jakobijan smene je J = p.

2T

AVZ//(4—\/sﬁzﬁ)dﬂcdy=/ /4(4—p)pdp dy

0 0

27 4
2 3
=/d<p/(4p—p2)dp=2ﬂ LA
2 3

0 0

96 64 64
3 3 3

(c) Ako primetimo da je povrs data jedna¢inom z = 9—2% —y? rotaciona,
mozemo zakljuciti da je oblast V dobijena rotacijom oblasti

G={(y,2) eER?:2<9—y* -2<y<2}

oko z-ose.
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z
9 DI
Y
z2=9—19y?2
T
2 3 Y

Zapreminu ¢emo izra¢unati kao razliku zapremina oblasti V7 i V5, gde

3 -2

je
Vi = {(z,y,2) eR¥: 22 +4%2<9,0<2<9—2? —9?}
Vo = {(z,y,2) €R®:4<2? +¢42<9,0<2<5)
Odatle je
AV =

AVy — AVy = //(9 — 22 — y?)daxdy — // S5dxdy
D1 D2

2

27
= //(9—372 —y*)dzdy = /dw/(9—p2)pdp
D 0 0
_ 95 1o\ 12 _
— or <2p 4,0)’0347.

(d) Zapremina posmatrane oblasti jednaka je dvostrukoj zapremini dela
koji lezi iznad xy-ravni.

z
2
AV = 2AV1 z2=92— y2
= //(2 — 2% — %) dxdy
D27r 1 V2 |- N2y
= 2/dap-/(2—p2)pdp:37r. =242
0 0
-2
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