Aproksimacija tangentom je jedna od primena izvoda
koju smo videli do sada.

U ovom delu gradiva ¢emo prestaviti kako izvod
opisuje oblik 1 tok funkcije, sa posebnim osvrtom na
trazenje minimalnih i maksimalnih vrednosti
funkcije.



U raznim praktiénim problemima se pojavljuje
potreba da se npr. minimizuju troskovi, maksimizuje
povrsina ili nekako pronade najbolji moguci ishod za
neku situaciju.



PRIMENA 1ZVODA

O

Ispitivanje ekstremnih

vrednosti funkcije




» Diferencijalni racun ima veliku 1 veoma
vaznu primenu u problemima
optimizacije.

To su problemi u kojima se trazi “najbolje” resenje
odredenog, matematicki definisanog problema.



NEKI PRIMERI




Svi ovi problemi se mogu svesti na
problem trazenja minimalne ili
maksimalne (ekstremne) vrednosti
funkcije.

Prvo ¢emo definisati Sta su to minimalna 1
maksimalna vrednost funkecije.



Definicija 1

Funkcija fima globalni maksimum u c ako
f(c) = flxx) za svako x iz D, gde je D domen funkcije f.

Broj f(c) se zove maksimum funkcije f na D.



Definicija 1

Analogno, f ima globalni minimum u c ako
f(c) < f(x) vazi sa svako x iz D 1 broj f(c) se zove
minimum funkecije f na D.

Maksimum i minimum funkecije f su ekstremne
vrednosti od f.



» Na slici je prikazan grafik funkcije f (definisane nad
ogranicenim intervalom) koja ima globalni
maksimum u d i1 globalni minimum u a.

VA

(d, f{(d)) je najvisa, a
(a, f{a)) najniza tacka

na grafiku.
- f(d)
fla) |

a 0| b c d e

=Y




» Ako posmatramo samo vrednosti x koje su u blizini
od b — ako se, na primer, ograni¢cimo samo na
interval (a, c) — onda ¢e f(b) biti najveca vrednost od
svih f(x) na tom intervalu.

To je onda lokalni
maksimum funkcije f. /

f(b)

=Y

a 0| b c d e




Analogno, f(c) je lokalni minimum funkcije f ako
vazi f(c) < f(x) za sve x koji se nalaze u okolini od c—
na primer, u intervalu (b, d).

Funkcije f ima lokalni Yt

minimum u e. M

f(e) ’

=Y




Definicija 2

» Preciznija definicija lokalnog ekstrema:

» Funkecija f ima lokalni maksimum u ¢ ako postoji
njena ¢ -okolina u kojoj vazi f(c) = f(x) za svako
Xe(C—¢g,C+e&),

Dakle, f(c) = f(x) vazi za sve x koji pripradaju nekom
otvorenom intervalu koji sadrzi c.

Analogno, fima lokalni minimum u ¢ ako f(c) < f{lx) vazi
kada x pripada nekoj & -okolini od c.



Primer 1

Za elementarnu funkciju f(x) = cos x lokalni i
globalni maksimum je 11 dostize se beskonac¢no
mnogo puta jer je cos 2ksr = 1 za bilo koji ceo broj k,
-1 < cos x < 1 za svako x.

Takode, cos (2k + 1) = -1 je globalni minimum —
gde je k ceo broj.



Primer 2

»Za f(x) = x2, vazi f(x) = fO) jer je
x2 > 0 za svako x.

Tako da je f{o) = 0 globalni (i lokalni) minimum ove
funkcije.



EKSTREMNE VREDNOSTI Primer 2

najniza tac¢ka grafika parabole y = x2.

o Medutim, grafik parabole nema najvisu tacku.

o Tako da ova funkcija nema maksimum na svom

prirodnom domenu. YA
2

y—=4X




EKSTREMNE VREDNOSTI Primer 3




EKSTREMNE VREDNOSTI Primer 4




EKSTREMNE VREDNOSTI Primer 4

» Sa grafika se vidi da je f(1) = 5 lokalni
maksimum, dok je globalni maksimum

YA
f(_l) - 37. (—1,37) y=3x*—16x>+18x>
Ovaj globalni maksimum
nije 1 lokalni maksimum a, 5)
jer se dostize u krajnjoj { SN+
—] 1 2 3 |4 5 x

tacki intervala (1j. f nije
definisana u (levoj) okolini

(3,—27)
od x=-1).




Primer 4

» Takode, f(0) = 0 je lokalni minimum, a
A(3) = -27je1lokalni i globalni minimum.

YA

(—1,37) y=3x*—16x"+ 18x?
Napomena:
fux =4 nema nilokalni
ni globalni maksimum. 1, 5)

(3y—27)




Videli smo nekoliko primera funkcija koje imaju
globalne i/ili lokalne ekstremne vrednosti, kao i
primer funkcije koja ih nema.

Sledecu teoremu smo vec ranije videli na
predavanjima. U njoj je dat uslov pod kojim funkecija
sigurno ima globalne ekstreme.



Ako je f neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu
la, b], onda f dostiZe svoju globalnu maksimalnu
vrednost f(c) 1 globalnu minimalnu vrednost f(d) u
nekim tackama c 1 d intervala [a, b].




TEOREMA O EKSTREMNIM VREDNOSTIMA

9,




Ponovljamo najbitnije. Na slikama su prikazani
slucajevi kada jedan od uslova (neprekidnost ili
zatvorenost intervala) nije ispunjen. Tada funkcija ne
mora imati ekstremnu vrednost.

YA YA

3__

=Y
=Y

0 0

N 4




TEOREMA O EKSTREMNIM VREDNOSTIMA

_________________________________________________________________________________ @

» Funkcija f ¢iji grafik vidimo na slici je definisana na
zatvorenom intervalu [0, 2] ali nema maksimum.

o Kodomen funkcije fje [0, 3). Y
(U okviru ovog kursa, kodomen je

T -

skup slika funkcije.)

o Funkcija uzima vrednosti koje
su proizvoljno blizu 3, ali ne 0 T B

=Y

dostize vrednost 3.




U ovom primeru f nije neprekidna
funkcija, pa se teorema o ekstremnim
vrednostima ne moze primeniti.

Treba imati na umu da prekidna funkcija moze imati
minimum 1 maksimum.



» Funkeijja g prikazana na ovoj slici je
neprekidna na otvorenom intervalu (0, 2),

ali nema ni minimum ni maksimum.
Kodomen od g je (1, «). y A
Funkcija neograniceno raste.

U ovom slucaju, interval (0, 2) nije
zatvoren 1 zato se teorema ne moze

primeniti.

=Y
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Dakle, teorema o ekstremnim vrednostima govori da
neprekidna funkcija na zatvoremnom intervalu ima
globalne ekstreme.

Medutim, ona ne govori nista o tome kako da se te
ekstremne vrednosti zaista 1 nadu.

Pocecemo sa trazenjem lokalnih ekstrema.



Na slici je prikazan grafik funkcije f
koja ima lokalni maksimum u c i lokalni
minimum u d.




Moze se uociti da je u tackama minimuma
1 maksimuma tangenta paralelna sa x-
osom , tj. da je njen nagib jednak nuli.




LOKALNI EKSTREMI




Sledeca teorema govori o tome da ovo
vazi za svaku diferencijabilnu
funkciju.



Ako f1ma lokalni maksimum 1ili
minimum u ¢, 1 ako f (¢) postoji,
onda je f (c) = 0.



FERMAOVA TEOREMA

» Primer koji sledi pokazuje da obrnuto ne
mora da vazi.

o Dakle, da bi se mogle pronaci ektremne vrednosti,
nije dovoljno da se samo resi jednacina f (x) = o.




FERMAOVA TEOREMA Primer 5




FERMAOVA TEOREMA Primer 5

» Cinjenica da je f (0) = 0 samo znaéi da
kriva y = x3 u tacki (0, 0) ima
horizontalnu tangentu. YA

Dakle, kriva y = x3 umesto
minimuma 1 maksimuma u

=Y

(0, 0) ima tangentu koja je u 0
horizontalnom poloZaju.
Ovde je ta tangenta x-osa.




FERMAOVA TEOREMA Primer 6
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Primeri 51 6 - zakljucak




Teorema nam sugerise vrednosti medu kojima treba
da trazimo ekstremne vrednosti funkcije f. To su oni
brojevi c za koje vazi:

fl=o

ili

f(c) ne postoji

Ti brojevi se zovu kriticne tacke.



Definicija

Kriti¢na tacka funkcije f je broj c iz
domena od ftakav da vazi f ’(c¢) = o ili

1’(c) ne postoji.



KRITICNE TACKE Primer 7

» Naci kriticne tacke funkcije
J) = x3/5(4 - x).

Primenom pravila za izvod proizvoda, dobija se:
f'(x)=x" (=) + (4—x)(Ex*")
3(4 —x)
3/5
=X T 5X2/5
—5x+3(4—x) 12-8x
— 5X2/5 — 5X2/5




KRITICNE TACKE Primer 7




preformulisana Fermaova teorema

Ako fima lokalni ekstrem u ¢, onda
je c kriticna tacka funkcije f.



» Dakle, za globalni ekstrem neprekidne funkcije na
zatvorenom intervalu vazi nesto od sledeceg:

To je ili lokalni ekstrem (u tom slucaju je on i kriticna
tacka funkcije f).

Ili se dostiZe na kraju intervala.



