EKSTREMNE VREDNOSTI FUNKCIJE
DVE PROMENLJIVE



Cilj ovih slajdova je da.se nauci:

¢ Kako se odreduju stacionarne tacake pomocu parcijalnih
izvoda (stacionarne tacke su moguce tacke lokalnih ekstrema).

¢ Kako se koriste drugi parcijalni izvodi za funkciju dve
promenljive da se utvrdi da li je stacionarna tacka lokalni
maksimum, lokalni minimum ili sedlasta ta€ka (u jednom

pravcu gledano je minimum, a u drugom pravcu gledano je
maksimum).

sedlasta tacka:




Podsecanje

¢ Kako se za datu funkciju jedne promenljive f(x) traze
lokalni ekstremi?

Prvo se pronadu kriti¢ne tacke:
o f(x) = 0 (ako ovo vazi tacka se zove jos i stacionarna)
¢ 1" nije definisan

Koristi se ili prvi ili drugi izvod da se odredi da li je 1 koji
ekstrem u pitanju:
¢ Prviizvod: ispituje se znak od f’
¢ Drugi izvod: ispituje se konveksnost/konkavnost u kriti¢noj tacki




Primer: upotreba drugog izvoda za odredivanje ekstrema za
funkciju jedne promenljive

f'(x) = 4x3 - 4x = 4x(x2 - 1) 0).¢% 0
¢ Stacionarne tacke: x=-1,0,1

(er je f'(-1)=0, f'(0)=0, f(1)=0)

’(x) = 12x2 -4

o f’(-1) =8 > 0, dakle f je
konveksna u x=-1

o 1°(0) = -4 < 0, dakle {
konkavna u x=0

o (1) =8 >, dakle fje
konveksna u x=1




NOVO GRADIVO

¢ Postupak za pronalaZenje lokalnih ekstrema za funkcije dve
promenljive je slican postupku za funkcije jedne promenljive
kada se koristi drugi izvod za utvrdivanje da li je 1 koji ekstrem
u pitanju.

Korak 1: Nadu se stacionarne tacke

tj. tacke u kojima funkcija moze imati lokalni ekstrem.

Korak 2: Test zakrivljenosti funkecije u stacionarnim
tackama:

¢ Ako je funkeija konveksna u stacionarnoj tacki, onda je u
pitanju lokalni minimum.

¢ Ako je funkcija konkavna u stacionarnoj tacki, onda je u

iitaniu lokalni maksimum.




¢ Stacionarne tacke: Kazemo da je (Xo,y0) Stacionarna
tacka funkcije f ako vazi

fx(Xo,yo) = 0 i fy(Xo,yo0) = O.

Ovo je u opstem slucaju sistem nelinearnih jednacina i
za njegovo resavanje ne postoji opsti postupak (kao sto
postoji Gausov metod za reSavanje sistema linearnih
jednacina).




Test (samo za funkcije dve promenljive)

¢ Uvodimo oznaku: D = fxxdyy - (fxy)?>

Ako je D(Xo,yo0) > 0 i fxx(Xo0,y0) < 0, onda f ima lokalni
maksimum u (Xo,Vo).

Ako je D(Xo,Yo0) > 0 i fxx(Xo,y0) > 0, onda f ima lokalni minimum
u (Xoay())-

Ako je D(Xo,y0) <0, onda f u (xo,yo) nema ekstremnu vrednost,
vec je (Xo,Yo0) sedlasta tacka funkcije f.

Ako je D(Xo0,y0) = 0, onda se za tu tacku na ovaj nac¢in ne moze
nista zakljuciti.




Primer 1

¢ Dat je paraboloid f(x,y) = x2 + y?

Iako ve¢ znamo da ova funkcija ima lokalni minimum u (0,0),
na ovom lakom primeru ¢emo pokazati kako se prethodni test
primenjuje.

¢ NalazZenje stacionarnih tacaka:

f (X,y)=2Xx (2x=0 Xx=0
= 4 =y
\fy(X, y):2y kzy:O \y:O

» Dakle, imamo jednu stacionarnu tacku: (0,0)




D(ﬂ::y) — fm:ﬂ(m;y)fyy(ﬂ;ﬁy) — (fmy(ﬂjﬁy))g
» Za to su ham potrebni drugi parcijalni izvodi:

fmm(fﬂﬁy) = 2; fyy($¢y) = 2; fmy(ﬂff'y) =0
» Svi drugi parcijalni izvodi su jednaki nekoj konstanti, tako da
za bilo koju tacku, pa i za (0,0) sled::
D(0,0) =(2)(2)-0=4>0.

» Kako je D(0,0) > 0 i fxx(0,0) > 0, u (0,0) ova funkcija ima
lokalni minimum.







Primer 2

¢ Data je funkcija ;

f(z,y) = z°y° — 5312 —z

» Stacionarne tacke se dobijaju izjednacCavajuci fxi fy sa nulom:

2

fy(z,y) =3z°y* -3y  |3z%y* -3y =0
> U prvoj jednacini se moze izdvojiti zajednicki Cinilac 2x:
2z(y° —1) =0

OVO NE ZNACI DA JE (0,1) STACIONARNA TACKA!




¢ 1) Kada je x = 0, onda je parcijalni izvod po x jednak nuli za bilo
koju vrednost y. Kada uvrstimo to u parcijalni izvod po y sledi:

3x°y* —3y=0=3.0°-y* -3y =0
Tako se dobija prva stacionarna tacka: A(0,0)
» 2) Kada je y = 1, na isti nacCin dobijamo:
3z%y* — 3y =0=3z%*(1)*-3(1) =0
32° —-3=0
2 —1=0

r==1

|z Cega sledi da su jos dve stacionarne tacke: B(-1,1) 1 C(1,1).




¢ Dakle, dobili smo tri stacionarne tacke i sada
primenjujemo test:

D(z,y) = fmm(ﬂf"&y)fyy(mﬁy) — (fmy(mfy))g

f:x:m :2?;’3 — 2; fyy :6$2y_3; f:l:y :633?;’2
$ Podsetimo se:

Ko vazi D(Xo,Yyo0) > 0 i fxx(Xo,yo0) < 0, onda f ima lokalni maksimum u (Xo,Yo).
KO vazi D(xo,yo) > 0 i fxx(Xo,yo) > 0, onda f ima lokalni minimum u (Xo,Yyo).
KO vazi D(xo,yo0) < 0, onda f nema ekstrem u (Xo,Yyo), vec je to sedlasta tacka.
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Primer 3

¢ Naci ekstremne vrednosti funkcije f(x,y) = 4 + x3 + y3 - 3xy

folz,y) =32 =3y ]32"—3y=0
fo(z,y) = 3y* — 3z 3y? — 3z =0

> |z prve jednacine sledi:

3y = 3z° = y = z°

» Kada se ovo uvrsti u drugu jednacinu, dobija se:
3(z%)? —3x =0
3% —3x =0
3z(x®> — 1) =0
x = 0,1




¢ Na osnovu izracunatog;:

ry=x*1x=01lix=1 fez(z,y) = 6T
oy=(0)=o0 fou(@,y) = 6y
oy=(1)y=1
Stacionarne tacke su: A(0,0), foy(z,y) = —3
B(1,1)
D = foofyy = (fay)”

¢ Test nam daje konacne
odgovore.
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