PARCIJALNI 1ZVvODI

Zelimo da:
Definisemo parcijalne 1zvode

Uvedemo oznake 1 pravila racunanja parcijalnih izvoda

Damo geometrijsku interpretaciju parcijalnih izvoda

Razmotrimo 1zvode viseg reda

Vidimo primenu kod parcijalnih diferencijalnih jednacina




Ako je f funkcija dve promenljive x 1 y, pretpostavimo
da se samo x menja dok je y fiksirano, recimo y = b, gde
je b konstanta.

Tada zapravo imamo funkciju jedne promenljive x, tj.

g(x) = f(x, b).

Ako g 1ma 1zvod u tacki a, onda taj 1zvod nazivamo
parcijalni izvod funkcije f u odnosu na promenljivu x u
tacki (a, b) 1 oznacavamo sa f.(a, b).



Tako

fla,b)=g (@) gdeje g(x) = f(x, b).

Na osnovu definicije izvoda sledi

£.(a, b) = lim fla + h,b) — f(a, b)

h—0 h



Slicno, parcijalni izvod od f u odnosu na
promenljivu y u tacki (a, b), u oznaci f,(a, b), se
dobija stavljajuéi da je x = a 1 trazenjem 1zvoda
funkcije G(y) = f(a, y) u tacki b :

f.(a, b) = lim fla,b + h) — f(a, b)

h—0 h



DEFINICIJA

Ako sada pustimo da se tacka (a, b) menja, f, 1 f,
postaju funkcije dve promenljive:

e )=l fix + hy) — flx,y)

h—0 h

f.(x,y) = lim fx,y + h) — f(x,y)

h—0 h




OZNAKE

Postoji vise oznaka koje se koriste za parcijalne
1zvode. Ako je z=f(x,y), onda se ravnopravno
koriste sledece oznake:

of 9 )

Fx3) =6 =——=—flx, 9= = h =.Dyf=Dyf
0x ox ()x
of

Hxy) =f=

. x - ?
dy ay c)\’



PRIMER

Za funkeciu f(x, y) = x3 + x2y3 — 292, naci

(2, D1 £,E, 1)

Resenje: Smatrajuci y konstanim,diferenciranjem
u odnosu na x, dobyjamo

f(x, y) = 3x? + 2xy°
1 tako
f(2,1)=8-22+2 -2 -13=16



RESENJE, NASTAVAK

Smatrajucéi x konstantnim 1 diferencirajuci u
odnosu na y, dobijamo

fy(xy y) — sz 2 — 4y

£(2,1)=3-22-12-4-1=8



GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA

Da b1 nam bila jasna geometrijska interpretacija
parcijalnih 1zvoda, podsetimo se da jednacina

z = f(x, y) predstavlja neku povrs S.

Ako je f(a, b) = ¢, onda tacka P(a, b, c¢) lezina S.
Kada fiksiramo y = b, dobijamo krivu C, koja je
presek vertikalne ravniy = b 1 povrsi S.



GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA

Tako 1sto vertikalna ravan x = a sece povrs S po
krivoj C,.

Obe krive C, 1 C, prolaze kroz tacku P.

Ovo je 1lustrovano na sledeé¢em slajdu:



GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA




GEOMETRIJSKA INTERPRETA CIJA-NASTAVAK

Primetimo:
C, je grafik funkcije g(x) = f(x, b), tako da je nagib
(koeficijent pravca) njene tangente 7 u tacki P:
g'(a) = f{a, b);
C, je grafik funkcije G(y) = f(a, y), tako da je nagib
njene tangente T; u tacki P: G'(b) = f,(a, b).

Tako da su f, 1/, nagibi tangenti na krive C; 1 C,
u tacki P(a, b, ¢), respektivno.




INTERPRETACIJA-NASTAVAK

Parcijalni 1zvod se takode moze interpretirati 1
kao brzina promene.

Ako je z = f(x, v), tada...

0z/0x predstavlja brzinu promene funkcije z u odnosu
na x kada je y fiksirano.

Slicno, 0z/0y predstavlja brzinu promene funkcije z u
odnosu na y kada je x fiksirano.



PRIMER

Akoje f(x,y) =4 —x*>—2y% nacif(1,1)1
(1. 1).

Interpretirati ove brojeve kao nagibe.
Resenje: Imamo

filx,y) = —2x flx,y) = —4y

-’

fi(l, 1) = -2 (1, 1) = —4



RESENJE -NASTAVAK

Grafik funkcije f je paraboloid z =4 — x? — 2y? 1
vertikalna ravan y = 1 ga preseca po paraboli

z=2—x% y=1.

Nagib tangente na tu parabolu u tacki (1, 1, 1) je
f.(1, 1) =-2.

Slicno, ravan x = 1 sece grafik funkcije f po
paraboli z=3 — 2y2, x = 1.



RESENJE -NASTAVAK

o Nagib tangente na ovu parabolu u tacki(l, 1, 1) je
f,(1, 1) =—4:

L]

”
-

FIGURE 2 FIGURE 3




PRIMER

. X .. of .
e fIX, y)=sin| —— |, odrediti |
Ako je ( Y) (1+ yj o

Resenje: Koristeci pravilo za 1zvod slozene funkecije
jedne promenljive, dobijamo

of X 0 X X l
—— = COS . — = $0S .
0x I +y ox \\I +vy I + vy I + vy

of

df X d X % X
e ] ¥ = = —(COS . — -
Jy | +y dy \ 1 +y | +y (1 + y)°



PRIMER

Naci 0z/0x 1 0z/0y ako je z definisana implicitno
kao funkcija od x1y sa

x>+ y3+ 23+ 6xyz=1
Resenje: Da bismo pronaslh 0z/0x, diferenciramo

1mplicitno u odnosu na x, pazeéi da smatramo y
konstantom:

3 2 1 3 2 0z | o oy 0z _
X z2— + 6yz + 6xy— =10
0x 0x




PRIMER

Resavajuéi jednacinu po 0z/0x, dobijamo

0z x4+ 2yz

0X z* + 2xy

Slicno, implicitno diferenciranje u odnosu na y daje

0z y* + 2xz

0y z® + 2xy

L




VISE OD DVE PROMENLJIVE

Parcijalni izvodi se mogu definisati i1 za funkcije tri il1
vise promenljivih, na primer

ey ) — tim LE 22~ f )

h—0 h



VISE OD DVE PROMENLJIVE - NASTAVAK

Ali parcijalni izvod f, se ne mozemo interpretirati

geometrijski jer grafik funkcije flezi u 4-dimenzionalnom
prostoru.

Generalno, ako je u = f(x, x5,..., X)), onda

ou o T s 5 X1 X F BoRinis s swndln) = Ty savaan s wan 2 X,)
— = lim
0X; h—0 h

ou of

(3)6;‘ (hff

f’h:ff :D’f



PRIMER

Nacif,, [, 1/, akojef(x,y,2) =e¥ Inz.

Resenje: Smatrajuci y 1 z konstantama 1
diferenciranjem u odnosu na x, dobijamo

f,.=ye¥1Inz
Slicno,

f[,=xe?Inz 1 [, =eVz



IZvODI VISEG REDA

Ako je f funkcija dve promenljive, onda su njeni
parcijalniizvodi f,1 f, takode funkcije dve
promenljive, tako da mozemo posmatrati njithove
parcijalne izvode

(Dxs By () 1)y,

koj1 se zovu parcijalni izvodi drugog reda 1l1
drugi parcijalni izvodi funkecije f.



[ZVODI VISEG REDA-NASTAVAK

o Ako je z = f(x, y), koristimo sledecée oznake:

(fo)e = fur = fi

0 of B
ox \ dx

(fo)y = fu = fix

(f)x = fix = fa

() = fir = f2

0*f B 0z
dx>  ox°
a°f B 0z
dy 0x dy dx
0*f 0’z
0x dy 0x dy
’f 0z
ay* 0y’




PRIMER

Nacéi druge parcijalne 1zvode za funkciju
flx, y) = &7 + x%y? — 2y?
Resenje: Ranije smo pronash
fo(x, y) = 3x% + 2xy® [ (x, y) = 3x*y*— 4y

Tako da 1imamo

o= oo (R 4207 =6r + 20 fo === (3 4 207) = 6x)°
* y

for = 25 Gxy" = ) = oxy” fy = - (3'y* = 4y) = 6xy — 4



MESOVITI PARCIJALNI I1ZVODI

Uocimo da u prethodnom primeru vazi
fvy = [,x Sto nije puka slucajnost.

Pokazalo se da za veéinu funkcija sa kojima se

susrecemo u praksivazif, =1, :

Klero-ova teorema

Pretpostavimo da je funkcija f definisana na oblasti D
koja sadrzi tacku (a, b). Ako su funkceije f, f, f,,1/,
neprekidne u (a, b), onda vazi

fxy (@, ) = [, (a, D).



MESOVITI PARCIJALNTI IZVODI-nasTavak

Parcijalni 1zvodi treceg 1 viseg reda se takode mogu
definisati. Na primer

o [ of 0°f
Sy = (fx 1)‘\ — — >
dy \ dy ox Jdy~ox

1 koristeéi Klero-ovu teoremu moze se pokazati da vazi
ako su ove fukcije neprekidne.

fxy = yxy = fyyx



PRIMER

Izracunatif,. .. ako je f(x, v, 2) = sin(3x + yz2).

xXxyz

Resenje

fr = 3cos(3x + yz)

fir = —9sin(3x + yz)
fory = —9zcos(3x + yz)

foxy: = —9cos(3x + yz) + 9yzsin(3x + yz)



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Parcijalni 1zvodi se pojavljuju u parcijalnim
diferencijalnim jednacinama kojima se opisuju
odredeni fizicki zakonai.

Na primer, parcijalna diferencijalna jednacina

o°u O°u

Ox” +8y2 =0

se zove Laplasova jednacina.



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE - NASTAVAK

Resenja Laplasove diferencijalne jednacine se
zovu harmonijske funkcije koje imaju svoju ulogu
u problemima provodenja toplote, protoku fluida,
elektricnog potencijala, astronomiji...

Na primer, mozemo pokazati da je funkecija
u(x, y) = e*sin y resenje Laplasove jednacine:



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE - NASTAVAK

Uy = e siny Uy = € Cosy

Uyy = € 8SINY Uyy = —e€" SInYy
Uy T Uy =e€e'siny — e’ siny = ()

o Dakle, u zadovoljava Laplasovu jednacinu.




PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE - NASTAVAK

Talasna jednacina
o’u  ,0°U
Ot* Ox”

opisuje kretanje talasnog oblika, koje moze bit1
okeanski talas, zvucni talas, svetlosni talas 111
talas koji putuje duz zice (strune).



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE - NASTAVAK

Na primer, ako u(x, ¢t) predstavlja pomeranje
violinske zice za vreme ¢, gde je x udaljenosti od
jednog kraja zice, tada u(x, t) zadovoljava talasnu
jednacinu.

Ovde konstanta a zavisi od debljine zice 1 njene
zategnutosti.



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE - NASTAVAK




PRIMER

Proveriti da 11 funkecija w(x, t) = sin(x — at)
zadovoljava talasnu jednacinu.

Resenje: Izracunavanjem dobijamo

u, = cos(x — at) Uy = —sin(x — ar)

= —acos(x — ar) u; = —a*sin(x — at) = a’u.,

s
|



