Granicna vrednost funkcije



Granicna vrednost funkcije

Posmatrajmo ponasanje vrednosti funkcije f
definisane sa

f(X) =x¢=—x + 2

za vrednosti x koje su blizu 2.
* Vrednosti f(x) za x bliske sa 2 su date u tabeli:

X f(x) X f(x)
1.0 2.000000 3.0 8.000000
[.5 2.750000 2.9 5.750000
[.8 3.440000 2.2 4.640000
1.9 3.710000 2.1 4.310000
[.95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 2.01 4.030100
1.995 3.985025 2.005 4.015025
1.999 3.997001 2.001 4.003001




Granicna vrednost funkcije

Na osnovu tabele |
grafika funkcije f
(parabola) koji je
prikazan na slici,

moze se videti da, kada
je x blizu 2 (sa bilo koje
strane od 2), vrednosti
f(x) su blizu 4.

X f(x) X f(x)
1.0 2.000000 3.0 8.000000
1.5 2.750000 ad 5.750000
[.8 3.440000 A 4.640000
1.9 3.710000 2, 4.310000
[.95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 24 4.030100
1.995 3 085025 2.( 4.015025
1.999 3.997001 A 4.003001




Granicna vrednost funkcije

Zapravo, izgleda da
vrednosti funkcije f(x)
mogu postati blizu 4

koliko god to zelimo, ako
X postane dovoljno blizu
2.




Granicna vrednost funkcije

Tada kazemo da je:

“granicna vrednost funkcije
f(X) =x¢=—x + 2

kada x tezi ka 2 jednaka 4.”
* Pisemo:

Iim(x2 —x+2):4

X—2



Granicna vrednost funkcije

U opstem slucaju, pisemo
lim f (x) =L

X—a

| kKazemo da je “granicna vrednost f(x) (ili imes
f(x)), kada x tezi ka a, jednak L”

ako vrednosti f(X) mogu postati proizvoljno
bliske L (blizu L koliko god zelimo) kada X
postane dovoljno blizu a (sa obe strane od a)
ali ne 1 jednako sa a.



Granicna vrednost funkcije

Grubo govoreci, ovim je iskazana
cinjenica da vrednosti f(x) imaju
tendenciju da budu sve blize | blize broju

L kako se x priblizava broju a (sa obe
strane od a), ali x#a.

* Preciznu definiciju granicne vrednosti cemo dati
kasnije.



Granicna vrednost funkcije

Alternativna oznaka za

lim f (x) =L

X—d

je f(x)—>L kada X—a

sto se Cita “f(x) tezi ka L kada x tezi a.”



Granicna vrednost funkcije

Sta zapravo ovde znadi
T X i au?

= To znacCi da se pri razmatranju vrednosti f(x)
kada se x priblizava a, ne posmatra slucaj
kada je x = a.

= f(X) uopste ne mora biti definisana u x = a.

= Alif mora biti definisana u okolini od a!



Granicna vrednost funkcije

Na slici su prikazani grafici tri razliCite

funkcije.

(a) (b)

0

=U primeru pod (c), funkcija nije definisana za x=a.

*U primeru pod (b), f(a)=L

=Ali u sva tri sluCaja, bez obzira na to Sta se desava

u a, sledidaje lm T (x) =L



Granicna vrednost funkcije Primer 1
. x-1
lim —
x—=>1 x° —1

= Treba uoditi da funkcija f(x) = (x — 1)/(x? — 1) nije
definisana za x = 1.

= Kao Sto smo vec ranije naglasili, to nam ne
smeta da trazimo grani¢nu vrednost lim f (X)
jer se za X posmatraju samo vrednosxt??oje su
blizu a, ali ne | jednake sa a.



Granicna vrednost funkcije

U tabeli su date vrednosti
f(x) za vrednosti x koje se
priblizavaju 1.

= Na osnovu vrednosti iz

tabele, mozemo
pretpostaviti da je

Primer 1

<] f(x)

0.5 0.666667
0.9 0.526316
0.99 0.502513
0.999 0.500250
0.9999 0.500025
- f(x)

1.5 0.400000
1.1 0.476190
1.01 0.497512
1.001 0.499750
1.0001 0.499975




Granicna vrednost funkcije Primer 1

Grafik funkcije f

YA
., x—1
y_x2__1
l
0.5 +————=
T |
| >
0 — ] — X



Granicna vrednost funkcije Primer 1

Ako sada funkciju f samo malo promenimo
tako sto definisemo da ima vrednost 2 za
X = 1, dobijamo funkciju g:

X8 X #1
g(x) =9 x° -1’ |
2, =,




Granicna vrednost funkcije Primer 1

Funkcija g ima istu granicnu vrednost kao |
f kada x tezi 1!

y=g(x)
| \\
0.5 +————




Granicna vrednost funkcije Primer 2

- 2 i
Proceniti vrednost jim¥*-*2=3

t—0 t

» Tabela sadrzi nekoliko vrednosti ove funkcije za t blizu

0.
= Kako se t priblizava 0 3
! Vit +9 =3
deluje da se vrednosti t "
funkcije priblizavaju
ka 0.16666666... =L ei-lieA
5 | . 0.0 0.16553
= Mozemo zakljuciti +0.1 0.16662

daje: —— -
lim 7 — +0.01 0.16667

t—0




Granicna vrednost funkcije Primer 2

Medutim, sta se desava za jos manje
vrednosti od t?

= OcCigledno je da se vrednosti funkcije, izraCunate na
nekom kalkulatoru, priblizavaju 0 ako je t dovoljno
malo.

[

Ji2+9 -3

12

+0.0005 0.16800
+0.0001 0.20000
+(0.00005 0.00000
+0.00001 0.00000




Granicna vrednost funkcije Primer 2

Da li ovo znaci da je graniCna
vrednost date funkcije jednaka

0, a ne 1/67?
* Ne, ovaj limes je jednak 1/6, i to cemo videti u
nastavku.
; i +9 = 3
[2

+0.0005 0.16800

+0.0001 0.20000

+0.00005 0.00000

+0.00001 0.00000




Granicna vrednost funkcije Primer 2

Problem je u tome sto kalkulator daje
pogredne vrednosti za Jt* +9 jerje

veoma blisko 3 kada je t jako malo.

= Zapravo, kada je t dovoljno malo, kakulator daje
da je vrednost od vt2+9 bas 3.000... sa onoliko
cifara sa koliko taj kakulator racuna.



Granicna vrednost funkcije Primer 2

Vrlo slicna stvar se desava kada se
crta grafik funkcije

Jt2+9-3

f (t): 2

na nekom grafickom kalkulatoru ili
kompjuteru.




Granicna vrednost funkcije

Primer 2

Na ovim slikama su prilicno tacho
prikazane vrednosti funkcije f.

0.21

0.1+

0.21

0.11

(a)[-5, 5] sa[-0.1,0.3]

J

(b) [—0.1,0.1] s2[-0.1,0.3]



Granicna vrednost funkcije Primer 2

Medutim, ako se previse zumira, onda Ce se
dobiti netacan grafik zato sto bilo koji
kalkulator/kompjuter pravi gresku kod
oduzimanja veoma bliskih brojeva.

/| |\

(c) [-107%,10°°] sa[—0.1,0.3] | (d)[-107,107"] sa [-0.1, 0.3]




Granicna vrednost funkcije Primer 3

L . SInX
Procenitli vrednost lim——

Xx—0 X

» Funkcija f(x) = (sin x)/x nije definisana za x = 0.
* Pomocu kalkulatora su dobijene vrednosti u tabeli:

S0 X

B4 147008

).05885108

|

|

(0.97354586
098506736
(.99334665
(). 0.99833417
1L.O00SE330
1LOOO0R 333

|
|

0.005 0.90000583
|

+ I+ 14+ 14+ 1+ [+ I+ 14+ 1+ I+
[

0.001 1.OO0000R3




Granicna vrednost funkcije Primer 3

Na osnovu tabele | grafika funkcije,
mozemo zakljuciti: . sinx
im——=1
x=>0 X
» Ovaj zakljucCak je taCan, a rezultat Cemo kasnije
potvrditi.

S0 X

.84 147008

L.OSRES108

__sinx +1.0
1 Y= +0.5

X
0.4
’////,,/////f,,—f”’————*}—__“‘-\-~\~\\\\\\\\\\ +0.3

1LOT7 354586

LORSOGTI6

+().2 1.OO334665

m | N LO9R33417

=+ .:|_-'u. :.-.|-.|||_-T,:-h:_'.;_'.;|_;-

| | > +1.01 100008333
_1 O 1 X +(.005 LOO0005R3

+(0.001 1.OO0000R3




Granicna vrednost funkcije Primer 4

: : : : : . T
Ispitati koliko je 1Im sin =

= Ni ova funkcija f(x) = sin (7Z/x) nije definisana
za x=0.



Granicna vrednost funkcije Primer 4

Racunajuci vrednosti funkcije za neke male
vrednosti od X, dobija se:

f(l)=Siﬂ7Z’=O f(%jZSiHZﬂ'ZO
f(lj:SiHSﬂ:O f(ljzsin@z:O

3 4
f(0.1)=sin10z =0 f (0.01) =sin1007z =0

Analogno, f(0.001) = f(0.0001) = 0.



Granicna vrednost funkcije Primer 4

Na osnovu ovih informacija, mogli bismo doci u
Iskusenje da zakljuCimo da je

] /A
limsin— =20
Xx—0 X

* Medutim, ovog puta ne bismo bili u pravu!

» |ako je f(1/n) = sin n;z = 0 za bilo koju celobrojnu
vrednost n, takode je tacno da je f(x) = 1 za
beskonacho mnogo vrednosti X koje teze 0.



Granicna vrednost funkcije Primer 4

Grafik funkcije f je dat na slici.

= |sprekidane linije u blizini y-ose oznacCavaju da

vrednosti sin¢r /x) osciluju izmedu 1 i —1 beskonacno
kada se x priblizava O.

| y = sin(7r/x)

AT |l
e Y

— s e —




Granicna vrednost funkcije Primer 4

= Kako se vrednosti f(x) ne priblizavaju nekom

fiksiranom broju kada se x priblizava 0, sledi

da oz
limsin —
Xx—0 X

N
i

ne postoji.

y = sin(7r/x)

.~
v

X




Granicna vrednost funkcije Primer 5

Naci lim X?’—I—COSSX
x>0 10,000

Kao i ranije, izraCunacemo neke vrednosti funkcije.
= Na osnovu tabele bi se mozda moglo zakljuciti:

CcoS S5x

- 10,000
"m(xg COS5X j
l 1.000028
0
0.5 0.124920 4 10,000

0.1 0.001088
0.05 0.000222
0.01 0.000101




Granicna vrednost funkcije Primer 5

= Medutim, ako se nastavi sa joS manjim
vrednostima od X, tabela nam sugerise:

|im(x3 . oo j — 0.000100 = —=

= 10,000 10,000
y . CO8I%
X e 2
10,000
0.005 0.00010009

0.001 0.00010000




Granicna vrednost funkcije Primer 5

Kasnije cemo videti zasto je

lim. . cosbx =1

X—0

» Tako da sledi da je data graniCna vrednost
zalsta jednaka 0.0001.



Granicna vrednost funkcije

U Primerima 4 i 5 smo videli kako se moze upasti u zamku pogresnog
zakljuCivanja, tj. procenjivanja granicne vrednosti na osnovu nekih

vrednosti funkcije.
» Veoma lako se dode do pogresnog zakljuCka ako se
uzmu u razmatranje pogresne vrednosti za x, ali nije
uvek lako proceniti koje vrednosti treba uzeti.

= Takode, kao sto smo videli u Primeru 2, moze se desiti
da nam kalkulator daje pogresne vrednosti.

= Zato su razvijene metode i tehnike nalazenja
granicnih vrednosti koje uvek dovode do tacnog
rezultata.



Granicna vrednost funkcije Primer 6

Hevisajdova funkcija H je definisana sa:

0, zat<O0

H () =+
O 1l zat=0

* Funkcija je dobila ime po Oliveru Hevisajdu (1850—
1925) koji je bio inzenjer elektrotehnike.

= Sluzi za opisivanje npr. elektricne struje koja je
ukljuCena u trenutku t = 0.



Granicna vrednost funkcije Primer 6

Grafik ove funkcije je prikazan na slicl.

YA

IR 4

» Kada se t priblizava 0 sa leve strane, H(t) tezi O.
» Kada se t priblizava 0 sa desne strane, H(t) tezi 1.

= Ne postoji samo jedan broj kome se vrednosti H(t)
priblizavaju kada t tezi O.

Dakle,lim_,, H (t) ne postoji.



Jednostrani limes

U prethodnom primeru smo videli da funkcija H(t)
tezi 0 kada t tezi O sa leve strane, a da H(t) tezi 1
kada t tezi O sa desne strane.

» Ovakva situacija se zapisuje na sledeci nacin:
limH(t)=0 | limH(t)=1
t—>0- t—>0+

= Simbol t - 0" " ukazuje na to da se posmatraju samo

vrednosti od t koje su manje od O.
= A simbol, ‘t = 07 ukazuje na to da se posmatraju samo

vrednosti od t koje su vece od 0.



Jednostrani limes
PiSemo

lim f(x)=L

X—a

| Kazemo da je L leva granicna vrednost funkcije
f(x) kada x tezi ka a — Ili limes od f(x) kada x
tezi ka a sa leve strane — ako vrednosti od f(x)
mogu postati proizvoljno bliske L kada se x
dovoljno priblizi a preko brojeva koji su manji
od a.



Jednostrani limes

= Slicno, ako zahtevamo da x bude stalno vece od a,
dobija se da je ‘desni limes od f(x) kad x tezi ka a
jednak L’ i pisemo

lim f (x)=L

= Tako da simbol ‘x — a™ znaci da razmatramo samo
vrednosti za x koje su X>a .



L evi | desni lim¢

VA
——
\//
f)- ks
0 kJur gy aJ ; 0 a «— xJ
(a) lim f(x)=L (b) lim f(x)=L

x—a~ i




Jednostrani limes

Poredeci formulacije za limes i levi | desni
limes, moze se doci do zakljucka da:

X—>a X—a X_)aJr

[Iimf(x)zL AKKO lim f(x)=L j Iimf(x)LJ




Jednostrani limes Primer 7

Dat je grafik funkcije g. Sa date slike
odrediti:

i limg(x) limg(x)
o y=g(x) : :
T~ lmetd lmels)
o lma(x) limg(x)




Jednostrani limes Primer 7

Sa grafika se vidi da se vrednosti funkcije

g(x) priblizavaju 3 kada x tezi 2 sa leve strane,
ali da teze ka 1 kada x prilazi 2

sa desne strane. Tako da sledi:

lim g(x)=3
X—>2 .
lim g(x) =1 / e

0 1 2 3 4 5



Jednostrani limes Primer 7

Kako levi I desni limes imaju razliCite
vrednosti, zakljuGujemo da lim g (x)

X—>2
ne postojl.

3 o .
L y=g)




Jednostrani limes Primer 7

Sa grafika se vidi da su lim g (x)=2

. X—5"
L limg(x)=2-
X—5"
¥4
4__
o




Jednostrani limes Primer 7

Za limg(x), levi i desni limesi su jednaki.

X—5

* Dakle, imamo limg(x) =2
» Uo&imo da jed(5) # 2.

<
»
>




Beskonacan limes Primer 8

Rl
Naci &Igg)? ako postoji.

= Kada x postane blisko 0, x? takode postaje broj koji je
blizu 0, a onda je 1/x? veoma veliki broj.

LI

0:
01 10,0
001 1,000,0




Beskonacan limes Primer 8

= Sa grafika funkcije f(x) = 1/x2 se vidi da vrednosti f(x)

mogu biti proizvoljno velike kada x postane dovoljno blizu
0.

= Tako da vredTosti f(x) ne teze nekom broju.
= Dakle,lim, ~z Ne postoji, tj. nije realan broj.

+1 1
+0.5 4
+(.2 25
+0.1 100
+0.05 400
i} +0.01 10,000
0 X +0.001 1,000,000




Beskonacan limes Primer 8

Da bi se opisalo ovakvo ponasanje, uvodi

se oznaka: im L o

x—0 .2

X
Kao | kod nizova, ovde < ne smatramo brojem.

= Ovo znaci da funkcija nema konacnu granicnu vrednost.

= Na ovaj nacCin je samo okarakterisana jedna posebna
situacija u kojoj limes ne postoji.

= Dakle, 1/x? moZze biti proizvoljno veliki broj kada se x
dovoljno priblizi O.



Beskonacan limes Primer 8

U opstem slucaju pisemo:

lim f (x) =0

X—d

U situaciji kada vrednosti f(x) postaju
sve vece | vece, .

“rastu bez ogranicenja”
kada X postaje sve blize i blize a.



Beskonacan limes

Neka je funkcija f definisana u nekoj
okolini od a, osim eventualno u a.

Tada _

lim f (X) = 00
znaci da vrednosti od f(X) mogu postati
proizvoljno velike — koliko god zelimo! —

kada je x dovoljno blizu a
(ali ne 1 jednako sa a).



Beskonacan limes

Graficki prikaz opisane situacije:

y = f(x)




Beskonacan limes

Analogno, kada se vrednosti funkcije
stalno smanjuju kako x postaje sve blize

d.

YA

/@/




Beskonacan limes

Neka je f funkcija koja je definisana u nekoj
okolini taCke a, osim eventualno u samoj
tacki a.
Tada

lim f (x) = —oo

X—a

znaci da vrednost f(x) moze biti manja od
bilo kojeg negativhog broja kada je
X dovoljno blizu a (ali ne | jednako sa a).



Beskonacan limes

Simbolicki zapis

lim f ( X) = —o0

it

znaci da

“f(X) neograniceno opada kako se X
priblizava ka a.”

= Primer:



Beskonacan limes

Slicho se mogu formulisati i jednostrani
limesi:

R tey=e i ix)=e
lim f (x)=—-0  lim f(x)=—o0

X—>a x—a"



Beskonacan limes

Ova cCetiri sluCaja su ilustrovana na
slikama:

- - > > ~ > . /
\O a \ 0 a N X 0 X\ |4 X 0 al ~~"

(a) im flx)=c (b) lim f{x)=ce (c) lim f(x)=—0w (d) lim f{x)=—c0



Beskonacan limes

Prava X = a se zove vertikalna asimptota krive

y = f(X) ako je bar jedan od navedenih limesa
tacan za datu funkciju:

limf (x)=o0  lim f(x)=0 lim f(x)=c0

X—a X—a~ Xx—a

lim f (X):—oo lim f (X):—oo lim f (x) — —0

X—>a Xx—a~ x—a"

= Na primer, y-osa je vertikalna asimptota krive y = 1/x?
zato sto vazi



Beskonacan limes

Na slikama, prava x = a Je vertikalna
asimptota u sva cCetiri prikazana slucaja.

* |nformacija o tome da li funkcija ima vertikalnu
asimptotu pomaze u skiciranju grafika funkcije |
analizi ponasanja funkcije.

. :
N 7 > ~ > \._ > - — #
\0 ‘ / a v 0 al o X 0 \ |da X Of a| ~

NV |
| “ | |
4 (]
(a) im flx)= (b) lim f{x)=

(c) lim f{x)=—co (d) lim f{x)=—



Beskonacan limes

5 Primer 9

. X . . 2X

Nacéi lm—— | |lim— .
x—3" X —3 x—3 X —3

= Ako je x blizu 3 ali vecCe od 3, onda je imenilac x — 3
mali pozitivan broj, a 2x je blizu 6.
= Dakle, kolicnik 2x/(x — 3) je veliki pozitivan broj.
= Tako zakljuCujemo da je
2 X

Iim — =
x—3" X —3



Beskonacan limes Primer 9

= Slicho, ako je x blizu 3 ali manje od 3, onda je
X - 3 mali negativan broj, a 2x je | dalje pozitivan
broj (blizu 6).

= Tako da je 2x/(x - 3) je numericki veliki
negativan broj. Dy

= Dakle, zakljuujemo da je lIm —— = —o0
X—>3 X — 3



Beskonacan limes Primer 9

Grafik funkcije y = 2x/(x - 3) je dat na slici.
* Prava x = 3 je vertikalna asimptota.




Beskonacan limes Primer 10

Naci vertikalne asimptote za funkciju
f(x) = tg X.

= Kako je tgh%, potencijalne vertikalne
asimptote su tamo gde je cos x = 0.

= Kako cosx —0"kadax —(7#/2) i cosx — 0 kada
x—(712)" , asin x je pozitivan kada je x blizu72,

Imamo:
Imtgx=c0c  |lim tg Xx=-
X—>(712)" |/ e [ 0)

= Tako je pokazano da je prava X =7/2 vertikalna
asimptota.



Beskonacan limes Primer 10

Analognim rezonovanjem se dolazi do

zakljuCka da su sve prave

X=(2n+ 1)77/2, gde Je n ceo broj,

vertikalne asimptote za

f(x) = tg X. |

= Grafik: :
|

YA

1__

=Y

| |
I |
| |
| |
| |
| I
2 2
I I
| |
| |
I |



Beskonacan limes Primer 10

JOos jedan primer osnovne elementarne
funkcije Ciji grafik ima vertikalnu asimptotu
je logaritamska funkcija y = In x.

= Vidimo daje limInx=—w
x—0

= Dakle, prava x = 0 (y-osa)
je vertikalna asimptota. 0

= Ovo vazi za sve funkcije gz
y =log, x, zaa > 1.

=Y




