Granicna vrednost funkcije

Operacije sa granicnim
vrednostima



Operacije sa granicnim vrednostima

Neka je ¢ konstanta | neka
granicne vrednosti

limf(x) i Nma(x)

X—a
X—>d

postoje.



Operacije sa granicnim vrednostima

Tada vazi:

Llm[ £ (x) + g()] = lim £ (x) +lim g(x)
2-|Xig;[f(x)—9(x)] =lim (x) —lim g(x)

3.Jim[cf (x)] = clim f (x)

4.lim[ £ (x)g(x)] = lim f(x) -lim g(x)

. f(x) lim f (X) 1
5.1im = X248 ako je lim g(x) #0
2 g(x)  Im g(x) '




Operacije - primena Primer 1

Koristeci grafike funkcija f 1 g izracunati
date graniCne vrednosti ako postoje.

a. XILrpz[f(x)+59(x)] T,
: //\\
b. lim[ f (x)g(x)] '~
X—1 74 0 ; :
X—>2 g(x)




Operacije - primena Primer la
Na osnovu grafika se vidi da su
Iim f(x)=1 i limg(x)=-1.

X—>—2 X—>—2

= Tako da sledi:

X|Lr[12[f(x)+59(x)] ! /<\
- lim 09+ im[59)] | AT
leimzf(x)+5ler[12[g(X)] 74 ’ 1
=1+5(-1) =4 il Bl S




Operacije - primena Primer 1b

Vidimo da je lim f (x) = 2.

X—1

Medutim, I|m g (X) ne postoji zato sto su
levi i desni Ilmes razliCiti:

lim g(x) = -2 |Irp g(x)=-1
X—1" X=>

_ . YA
= U ovom slucaju ne mozemo I f
koristiti pravilo za proizvod | /1/ \\
granicnih vrednosti. //\'/
74 0 1 X
T ™
R




Operacije - primena Primer 1b

All mozemo koristiti pravilo za proizvod
za Jednostrane limese:

im[ f ()9(x)] =2-(-2) =4 |
hm[T(x)g(x)] =2-(-1) =2

YA
= | eviidesnilimes nisu i ra {
jednaki. ! !
» Dakle, Ixig}[f(x)g(x)] /
ne postoji. 74 : 1
g \\




Operacije - primena Primer 1c
Sa grafika se vidi da je lerr; f(x)~=1.4]
limg(x)=0.

X—2

Kako je graniCna vrednost imenioca O,

ne moze se koristiti pravilo za kolicnik.
f(x) _

im —~= = —0 VA
X—2~ g(x) " f
lim M — 400 i /1/ \\
x—2+ g(x) //&,/
. >
: I|mﬂ ne postoji 74 I 3 \
X—>2 g(x) g - o
a8




Stepen

Ako se pravilo za proizvod granicnih
vrednosti primeni uzastopno vise puta
za f(x) = g(x), dobija se:

6.lim[ f (x)]" =[Iim f(x)]n

X—a X—>a

gde je n prirodan broj.



|lzdvajamo jos dva specijalna, a
ocCigledna slucaja:

/.limc=c

X—a

8.llmx =a

X—>a



Ako se pravilo za stepen primeni nha
funkciju f(x) = x dobija se
9.limx" =a"
gd:jae n prirodan bro.
Analogno vazi | za koren:

10.1imYx = Ya

X—>a

» ako je n paran broj, onda se pretpostavlja
da je a =0.



Koren

U opstem slucCaju, za koren vazi:

11.1imy/ f (x) :Q/Iim f(x)

X—a X—a

gde je n prirodan broj.

= Ako je n paran broj, onda se pretpostavlja da je
lim f(x)>0

X—>a



Primer 2

|lzraCcunati sledece granicne
vrednosti obrazlazucl svaki
korak:

a. lim(2x* —3x +4)

X—5

e |
b. lim
X—>—2 5_3)(




Primer 2a

lim(2x° —3x + 4)

X—b

— [im(2x2) — lim 3% + lim 4 (praviia 2 1

X—5 X—b X—5

=2limx® =3limx+lim4 (pravilo 3)

X—5 X—5 X—5

— 2(52) _ 3(5) 4 (pravila 9, 8i 7)
=39




Primer 2b

lako Imamo kolicnik dve
funkcije, pravilo za kolicnik se
primenjuje tek na kraju.
Prvo moramo da utvrdimo da granicna vrednost

funkcije iz brojioca postoji, isto | za funkciju koja je u
Imeniocu i jos da granicna vrednost imenioca nije 0.



X +2x% -1

lIm

X—>—2 5_3)(
lim (x° +2x* —1)

X——2

lim (5 — 3x)

X—>—2

lim x3 + 2 lim x? = lim1

X—>—2 X—>—2 X—>—2

Im5—-31lim X

X——2 X——2

C(2P-2(=22-1_ 1

5 3(~2) 11

Primer 2b

(pravilo 5)

(pravilal, 2 1 3)

(pravila 9, 81 7)



Napomena

Ako se uvede oznaka
f(x) = 2x%- 3x + 4,
onda je f(5) = 39.

= Drugim reCima, tacan odgovoru u Primeru 2a smo
mogli dobiti i samo zamenjujuci 5 umesto X.

= Sli¢no, direknom zamenom bismo dobili i tacan
rezultat 1 u Primeru 2b.



Napomena

Funkcije 1z prethodnog primera su
polinom I racionalna funkcija.

» Ako Je f polinom Ili racionalna funkcija
| a se nalazi u domenu od f, onda

vazi
lim f (x) = f(a)

X—a



Direktna zamena

Navedena osobina sledi na osnovu osobine
neprekidnosti za date funkcije u a.

Ona takode vazi i za sve oshovne
elementarne funkcije na njihovim
prirodnim domenimal



Operacije sa granicnim vr. Primer 3

2
N — 1
Nacl |im .
X—1 X_l

Neka je f(x) = (x*- 1)/(x - 1).

= U ovom sluCaju ne mozemo naci granicnu vrednost
funkcije jednostavnom zamenom X = 1 zato sto f(1) ne
postoji. Ova funkcija nije definisana u 1.

= Ne mozemo primeniti ni pravilo za kolicnik granicnih

vrednosti jer je graniCha vrednost imenioca 0.

» U ovakvim situacijama se mora na neki nacin
transformisati dati algebarski izraz.



Primer 3

. ox4-1

lIm

x=>1 ¥ —1

T (X=D(x+1)
X—1 (X_]_)

= lim(x+1)

Xx—1

=1+1
—7




Napomena

U prethodnom primeru, limes smo odredili
tako $to smo funkciju f(x) = (x2- 1)/(x - 1)
zamenili sa jednostavnijom funkcijom

g(x) = x + 1 koja ima istu granicnu vrednost.

= Ovaj postupak je validan jer je f(x) = g(x) osim za x = 1,
a kada se racuna granicna vrednost ove funkcije kada x
tezi ka 1, ne uzima se u razmatranje sta se desava kada

je X bas jednako 1.



Napomena

U opstem slucaju vazi sledece:

Ako je f(X) = g(x) kada x # a, onda vazi
lim f (x) =limg(x),

X—a X—a

kada ove granicne vrednosti postoje.



Primer 4

Nadi limg(x) za g(x):{xﬂ, za X #1

TT, zaX=1

» gjedefinisanaux=11g(l) =~.

= Medutim, granicna vrednost kada x tezi ka 1 ovde ne
zavisi od vrednosti funkcije za x=1.

= Kakojeg(X) =x+1za X#1, sledi

A 900 = I Joe =




Napomena

Funkcije 1z primera 3 1 4 su jednake svuda
osim za x = 1.

Dakle, imaju istu granicnu vrednost kada X
tezi 1.

y=g)

=Y




Primer 5
2
Nadi fim¥+9-3

t—0 t2

= U ovom sluCaju ne moze da se primeni pravilo za
kolicnik granicnih vrednosti jer je granicna vrednost
funkcije iz Imenioca jednaka O.

= Ovde se primenjuje racionalizacija brojioca.



Primer 5

= Tako sledi:
Jt2 +9 -3

2

lim

t—0

t> +9 -3 t? +9+3

HO t? x/tz +9+3

_lim (t*+9)-9

gt t (\/t +9 +3)

= lim

il (x/t +9+3)

=lim

[0 +9+3

\/Ilm(t +9)+3 " 3+3

t—0

1

¥
6



Primer 6

Pokazati lim|x|=0.

Xx—0

X, zax=>0
—X, zax<0

= Kako je |XI={

tj. x| =xzax >0, sledi: lim|x|=limx=0

x—0" Xx—0"

a |x| = -xzax <0, imamo: lim|x|= lim(-x)=0

Xx—0" Xx—0"

 Dakle, vazi lim|x|=0.

Xx—0



Primer 6

Zakljucak bi se mogao doneti | na
osnovu grafika funkcije.




Primer 7

. X .
Pokazati da IlmU ne postojl.
x—0 ¥

im X tim X = lim1=1
x—0" X x—0" X  x—0"
jim 2 fim =X = lim (<1) = -1

x—=0" X x—0" X X—0"

- . . . . |X
= Kako su levi i desni limes razliciti, sledi da I|m|— ne

s x—=0 ¥
POStOji.



Primer 7

Grafik funkcije T(x) = X[/X je dat na slici.

W
y % | =

S
=Y




Primer 8

: _|vWx=4 za x>4
Ako J€ f()()_{S—ZX za Xx<4

odrediti da li im T(x) postoji.

» Kakoje f(X)=vx-4zax> 4, sledi

lim f(x) = lim Jx—4

X—4" X—>4"

=J4-4 =0

= Kako je f(x) = 8 - 2x za x < 4, sled|

lim f(x) = lim (8 - 2x)

X—4~

~8-2.4=0



Primer 8

= |_evi | desni limesi su jednaki.

» Sledi da trazeni limes postoji |
lim f (x) =0.

X—4
| \/

>
0 4 X




