


Grani¢na vrednost funkcije i izvod

lzvod funkcije 1 brzina
promene



JEDNACINA TANGENTE

Ako je kriva C data sa y = f(x) | ako zelimo
da nademo tangentu na C u tacki P(a,f(a)),
onda cemo posmatrati neku susednu tacku

Q(X,f(x)), gde je X # a, | odrediti nagib, t].
koeficijent pravca secice PQ:

f(x)—f(a) i 0L, f)
X — 2 a, fla

m

PQ —

0




JEDNACINA TANGENTE

Sada ¢emo pustiti da se Q priblizava ka P duz krive
C tako sto se x priblizava a.

= Ako se mpq priblizava broju m, onda je tangenta t prava koja prolazi
kroz P sa nagibom m.

= Dakle, tangenta se dobija kao granicni polozaj seCice PQ kada se
tacka Q priblizava tacki P.
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JEDNACINA TANGENTE 1. Definicija

Tangenta na krivu y = f(x) u tacki P(a,f(a)) je
prava kroz tacku P sa koeficijentom pravca

(1) m =Ilim rx)-1()
X—a X—a

ako ova granicna vrednost postoji.



JEDNACINA TANGENTE Primer 1

Napisati jednacinu tangente na parabolu
y = x? u tacki P(1, 1).

= U ovom primeru je a = 1, a f(x) = x2.
= Dakle, koeficijent pravca je dat sa:

f)-f@ . x-1

m=lim = |im
X—1 X —1 x—>1 ¥ —1
e (x=1)(x+1)
x—1 X_l

=lim(x+1) =1+1=2

Xx—1



JEDNACINA TANGENTE Primer 1

Jednacina tangente u tacki (1, 1) je:

y-1=2(x-1) 1. y=2x-1



JEDNACINA TANGENTE

Za nagib tangente (njen koeficijent
pravca) na krivu u tacki se jos kaze da
je nagib krive u tacki.

* To je zbog toga jer sto se vise grafik funkcije zumira oko
te tacke, kriva sve vise liCi na pravu liniju.



JEDNACINA TANGENTE

Na slikama je ovo ilustrovano za
funkciju y = x2 iz Primera 1.

= Sto viSe zumiramo, parabola sve vise li¢i na pravu.

= Drugim reCima, kriva se sve manje razlikuje od svoje
tangente.




JEDNACINA TANGENTE

Koeficijent pravca tangente se moze izraziti
| n@a nacin koji je jednostavniji za dalji rad.

Ako se uvede oznaka h = x - a, onda sledi
X = a + h i nagib secCice u ovim oznakama je

_fa+h)-f(a)

Mepq "




JEDNACINA TANGENTE

Na slici je ilustrovan slucaj kada je h > 0

| Q se nalazi desno od P.
= Za h <0, tacka Q bi bila levo od tacke P.

Qla+ h, fla+ h))




JEDNACINA TANGENTE 2. Definicija

Treba uociti da kad x tezi ka a, h tezi O
(Jer je h=x- a).

= Dakle, izraz za nagib tangente iz Definicije 1 u ovim
oznakama je:

m:IhimO f(a+hr)]— f(a) 2)




JEDNACINA TANGENTE Primer 2

Napisati jednacinu tangente na hiperbolu
y = 3/x u tacki (3, 1).

= f(x) = 3/x
= Koeficijent pravca tangente u tacki (3, 1) je:
3 1 3—(3+h)

m=lim GO o 84h T iy 8h
h—0 h h—0 h h—0 h
= 1 1

= |im = |lim-— —
-0 h(3+h) h0 (3+h) 3




JEDNACINA TANGENTE Primer 2

Jednacina tangente na datu krivu u tacki
(3,1) e y = 1———(X 3)

1. X+3y—-6=0

= Hiperbola i njena tangenta u datoj tacki su na slici:




BRZINA

Pretpostavimo da se neki objekat krece
pravolinijski putanjom koja je data sa
s = f(t)

= s je put koji objekat prelazi za vreme t.
* Funkcija f opisuje kretanje, tj. poziciju (polozaj) objekta.



BRZINA

Uintervaluodt=adot=a + h,

polozaj objekta se promeni za
f(a + h) - f(a)

polozaj u polozaj u
trenutku trenutku

t=a+h




BRZINA

ProsecCna brzina na tom intervalu je data sa

predeni put

prosecna brzina =

vreme

_ f(a+h)-f(a)

h

= Treba uoditi da je ovaj izraz takode i nagib secice PQ

na drugoj slici.

polozaj u src;lgéai u
utku
trenutt:ku: " e h
. ]
0 = == = S
fla+h)— fla)
—— fla) —]
% f(a . h) :i

Qla + h, fla+ h))

Pla, f(a))

 ———
| h |
I

|
|
|

a a+h 1

fla + h) — f(a)
Mpy = ?
= prosecna brzina




BRZINA

Zamislimo sada da se prosecna brzina
racuna na sve kracem | kracem
vremenskom intervalu [a, a + h].

* Drugim recCima, h tezi O.



BRZINA 3. Definicija

Brzina v(a) u trenutku t = a (trenutna brzina)
se definiSe kao granicna vrednost prosecnih
brzina: f (a_|_ h) i (a)

=|im
V(a) h—0

= Sto znadi da je brzina u trenutku t = a jednaka nagibu
tangente u tacki P.



BRZINA Primer 3

Neka je lopta pustena da pada sa vidikovca

tornja na Avali koji se nalazi na visini od
122 m.

a. Koju brzinu ¢e imati lopta
posle 5 sekundi?

b. Kojom brzinom Ce se
lopta kretatl kada padne
na zemlju?




BRZINA Primer 3

Brzina treba da se izracuna u trenutku
t = 51 kada lopta udari u zemlju.

= Zato cemo izracunati brzinu u proizvoljnom trenutku
t=a.



BRZINA Primer 3
Koristeci funkciju s = f(t) = 4.9t%, imamo:

f (a+h)-f(a) 4.9(a+h)*—4.9a°

v =i C) = i
. 49(a*+2ah+h*—a*) . 4.9(2ah+h?)
e h L

= Ihlrrol 4.9(2a+h) =9.8a



BRZINA Primer 3a

Brizina u petoj sekundi je:

v(5) = (9.8)(5) = 49 m/s



BRZINA Primer 3b

Kako se vidikovac nalazi na visini od 122 m

lopta Ce pasti na zemlju u trenutku t, kada
s(t,) = 450, Sto je 49" =122

122 122
t? =22 Lt == ~4.99
" T 49 U T V49

* Brzina lopte u tom trenutku je

v(t,)=9.8t, =9.8. /% ~48.9m/s



1ZVOD U TACKI

Videli smo da se ista granicnha vrednost
pojavljuje | kod nagiba tangente na
Krivu | kod raCcunanja trenutne brzine
nekog objekta.



1ZVOD U TACKI

GraniCna vrednost ovog tipa
ng f(a+h)— f(a)

se pojavaljuje uvek | kada se raCuna brzina
oromene u prirodnim naukama ili inzenjerstvu —
Kao npr. brzina promene kod hemijskih reakcija ili
Krajnje cene u ekonomijl.

» PosSto se ovakve graniCne vrednosti pojavljuju veoma
cesto, dobile su posebno ime | oznaku.



1IZVOD U TACKI 4. Definicija

lzvod funkcije f (definisane na otvorenom
intervalu B u tacki ae |, u oznaci f(a), je dat
sa

f'(a) = lim f(a+h)-— f(a)

h—0

(3)

ako ova granicna vrednost postoji.



1IZVOD U TACKI 5. Definicija

Ako se vratimo na oznake x = a + h, onda je
h=Xx-—alimamo da h tezi 0 akko x tezi a.

Tako da se moze koristiti | alternativna
formulacija izvoda u tacki a

(4) f (a) = lim ) = 1(@)
X—a X_a

ako ova granicna vrednost postoii.



1ZVOD U TACKI Primer 4

Naci izvod funkcije f(x) = x2-8x + 9 u
tacki a.

= Na osnovu Definicije 4, sledi

@) lim L@ = 1@

h—0

_Iqua+hf—4Xa+h)+9}4ﬁ2—8a+9]
 hs0 h
e a’+2ah+h*-8a-8h+9-a*+8a+9
 h>0 h

2_
_ lim 2ah+2 il lim(2a+h—8)

h—0

=2a-8



JEDNACINA TANGENTE

Tangentu na krivu y = f(x) u tacki P(a,f(a)) smo definisali
kao pravu koja prolazi kroz P sa koeficijentom pravca m
koji je dat sa (1) ili (2).

Kako je na osnovu Definicije 4, m isto sto i izvod f(a),
mozemo formulisati sledece:

» Tangenta na y = f(x) u tacki (a,f(a)) je

prava kroz (a,f(a)) Ciji je koeficijent
pravca f(a) (izvod funkcije f u a).



JEDNACINA TANGENTE

JednacCina tangente na krivu y = f(x) u tacki
(a,f(a)) je data sa:

y-1(a) = f(a)(x - a)



JEDNACINA TANGENTE Primer 5

Naci jednacinu tangente na parabolu
y = X%- 8x + 9 u tacki (3, -6).

= Na osnovu Primera 4, znamo da je izvod funkcije
f(x) =x?-8x+9utackia f(a) =2a-8

= Na osnhovu toga sledi da je nagib tangente u (3, -6):
f(3) =2(3) -8 =-2.



JEDNACINA TANGENTE Primer 5

» Dakle, jednacCina tangente je:

y-(-6) =(-2)(x-3) 1.y =-2X




BRZINA PROMENE
Pretpostavimo da je y veliCina koja
zavisi od druge veliCine X, tj. da je
y funkcija od x: y = f(x)

= Kada se x promeni sa X, na X, , onda se promena po X
rirastaj po x) oznacava sa: —y
(P j PO X) AX =X, — X

» Odgovarajuca promena po y se zove prirastaj zavisno
promenljive | oznaCava sa.

Ay = T(%,) = T(x)



BRZINA PROMENE

Diferencni koliénik  AY _ T(X,) = 1(x,)
AX X, — X

Se zove prosecna brzina promene y
u odnosu na x na intervalu
[X1,X,] I njegova
geometrijska interpretacija
je nagib secCice PQ (na slici).

L.
>

0




BRZINA PROMENE

Razmatra se prosecna brzina promene na
sve manjem | manjem intervalu, kada se X,
priblizava x, tj. kada AX tezi O.

*= GraniCna vrednost prosecne brzine promene se zove
(trenutna) brzina promene y u odnosu ha X U X = X;.



BRZINA PROMENE

Trenutna brzina promene =
Ay

®  fim Y — jjm 1) 1%

AX—0 AX XX X2 — )(1

= Ova granicna vrednost je f(x,)



BRZINA PROMENE

Jedna interpretacija f(a) je koeficijent pravca
(nagib) tangente na krivu y = f(x) u x = a.

Sada imamo jos jednu interpretaciju.

lzvod funkcije f(a) je trenutna brzina
promene y = f(X) u odnosu na X
kada je X = a.



BRZINA PROMENE

Te dve Interpretacije povezati se mogu
povezati:

Ako se nacrta grafik funkcije y = f(x), onda
je trenutna brzina promene jednaka
nagibu tangente na krivu u tacki x = a.



BRZINA PROMENE

Ovo znaci da:

= kada izvod ima veliku vrednost (tj. kada je nagib krive veliki, ona je
strma, kao u tacki P na slici), vrednosti y se brzo menjaju.

= kada izvod ima malu vrednost, kriva je relativho ravna | vrednosti y
Se Sporo menjaju. VA

\
e —
Y




BRZINA PROMENE

Ako je s = f(t) funkcija polozaja objekta koji
se pravolinijski krece, onda je f(a) brzina
promene polozaja s u odnosu na vreme t.

= f(a) je brzina objekta u trenutku t = a.



BRZINA PROMENE

U sledeCem primeru, procenicemo
brzinu promene nacionalnog duga u
odnosu na vreme.

* Funkcija nije data formulom vec tabelarno.



BRZINA PROMENE Primer 6

Neka je D(t) nacionalni dug SAD, gde je t
vreme.
U tabeli su date aproksimativne vrednosti

ove funkcije u milijardama dolara, od 1980
do 2000.

f D(t)

R . . 1980 930.2
Ocenitl | Interpretirati 1085 1045.9
vrednost D’(1990). 1990 3233.3
1995 4974.0

2000 5674.2




BRZINA PROMENE Primer 6

lzvod D’(1990) je brzina promene funkcije D
u odnosu nat za t =1990, sto je brzina rasta
nacionalnog duga u 1990. godini.

t D(1)
1980 930.2
1985 1945.9
1990 32333
1995 4974 .0
2000 5674.2




BRZINA PROMENE Primer 6
D'(1990) = lim 20~ D(1990)
t—1990 t—1990

Vrednosti ovog diferencnog kolicnika su
date u tabelr:

Na osnovu (5),

| D(t) — D(1990) t D(t)
; f — 1990
1980 030.2
1980 230.31 1985 1945.9
1985 257.48 1990 32333
1995 348.14 1995 4974.0
2000 244 .09 2000 5674.2




BRZINA PROMENE Primer 6

|z tabele se vidi da se D’(1990) nalazi negde

izmedu 257.48 1 348.14 milijardi dolara

godisnje.

= U obzir Ce se uzeti pretpostavka da se nisu desile velike
fluktuacije duga izmedu 1980. i 2000. godine.

D(t) — D(1990)

¢ — 1990
1980 230.31
1985 257.48
1995 348.14

2000 244.09




BRZINA PROMENE Primer 6

Vrednost brzine rasta nacionalnog duga u
1990. godini se moze proceniti sa
aritmetiCkom sredinom ova dva broja —

D '(1990) ~ 303 milijardi dolara.

D(t) — D(1990)

[

t — 1990
1980 230.31
1985 257.48
1995 348.14

2000 244.09




BRZINA PROMENE Primer 6

Drugi metod bl na primer mogao da
bude crtanje grafika ove funkcije |
procenjivanje nagiba tangente za

t =1990.



BRZINA PROMENE

U Primerima 3 1 6 smo videli neke
specifiche primere brzine promene:

* Brzina nekog objekta je brzina promene njegovog
polozaja tokom vremena.

* Brzina rasta nacionalnog duga tokom vremena je
podatak koji je bitan u ekonomiji.



BRZINA PROMENE

Jos nekKi primeri:

= U fizici, snaga je brzina promene rada u odnosu na
vreme.

= U hemiji se brzina hemijske reakcije definiSe kao brzina
promene koncentracije reaktanta u odnosu na vreme.

= U biologiji je npr. bitha brzina rasta populacije kolonije
bakterija tokom vremena.



BRZINA PROMENE

|lzraCunavanje brzine promene se pojavljuje i bitno
je u svim prirodnim naukama, inzenjerstvu, pa cak
| druStvenim naukama.

Svaka od navedenih brzina promene je zapravo
izvod funkcije | moze se interpretirati kao nagib
tangente.

* Ova Cinjenica povecava znacaj reSavanja problema
trazenja tangente na krivu.



BRZINA PROMENE

Dakle, kada se resava problem koji
zahteva trazenje tangente na krivu, u
stvari se ne resava samo taj
geometrijski problem.

* |Implicitno se resava veliki broj raznih problema u kojima
je potrebno naci brzini promene neke veliCine.



