Ako u definiciji izvoda u tacki a

SR (CELDERIC)

h—0

a zamenimo promenljivom x, dobijamo:

ST (CSAVRRC).

h—0

gde je sa h oznacen prirastaj nezavisno promenljive.



|IZVODNA FUNKCIJA

« Za bilo koji broj x za koji ova grani¢na vrednost
postoji, broju x se dodeljuje broj f(x).

o f je nova funkcija koja se zove izvodna funkeija za funkciju
f1definisana je sa (1)

o Kao sto smo vec videli, vrednost funkeije f u x, tj. f(x), se moze
geometrijski interpretirati kao nagib tangente na grafik

funkecije ftacki (x,f(x)).




|ZVODNA FUNKCIJA

» Funkecija f se zove izvod funkcije

f (ili izvodna funkcija) jer je ona ‘izvedena’
od/iz f grani¢nim procesom (1).

Domen od £ je skup {x|f(x) postoji} i moze biti
manji od domena funkcije f.



|ZVODNA FUNKCIJA Primer 1

Grafik funkcije f je dat na slici.

Sada ¢emo izloziti ideju kako se pomocu njega
moze skicirati grafik izvodne funkcije f.

YA

1 --\/\\ /




Primer 1

Vrednost izvoda u bilo kojoj tacki x se moze
proceniti crtajuci tangentu u tacki (x,f(x)) 1
procenjujuci njen nagib.

Tako se dobija tacka (x,f(x)) koja pripada
grafiku izvodne funkcije. Ovo se moze uraditi
u svim tackama u kojima je izvod definisan.



|ZVODNA FUNKCIJA Primer 1

» Na primer, za x = 5, nacrta se tangenta u tacki P
grafika 1 procenjuje da je njen nagib oko >
(posmatrajuci pravougli trougao na donjoj slici i procenjujuéi tangens ugla koji
tangenta zaklapa sa x osom), tako da LS f'(5) ~1.5

YA

Ovo omogucava da se
nacrta tacka P75, 1.5) o 1 )
nd grafiku fU-IlkCije f . - /,»;”:0‘\_\

\ y=fw

> (/ I

0

. -
\ m=0




|ZVODNA FUNKCIJA Primer 1

» Ponavljanjem ovog postupka u raznim
tackama, moguce je skicirati grafik izvodne

funkcije:

0




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 1




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 1

Uocimo sledece:

» Izmedu A 1 B, tangente imaju pozitivan nagib.
Dakle, f(x) utom intervalu ima pozitivne vrednosti.

» Izmedu B i C, tangente imaju negativan nagib.
Dakle, f(x) u tom intervalu ima negativne vrednosti.

P’'(5,1.5)
14 y=1f'x)
Vo \/ -




Primer 2

Za f(x) = x3- x, naci izraz za f(x).

Uporediti grafike funkcija 11 f.



|ZVODNA FUNKCIJA Primer 2

_f ) - ()

—0

» Kada se koristi formula f'(x) = I

za racunanje izvoda, mora se imati u vidu da je

h promenljiva
a x smatramo konstanom



|IZVODNA FUNKCIJA Primer 2




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 2




Primer 3

Za f (x) =V, naéi izvod funkcije f.

Odrediti domen funkcije f.



|ZVODNA FUNKCIJA Primer 3

f'(x)=1lim f(x+h)—T(x) _lim X+h —/x
=0 h h—0

i SR R
h—0 h IX+h +x

_ 1
_lim (X+h)—x o

1 5 _ 1
(e ax) Tehavx eV 20

Vidi se da f(x) postoji za x > 0, tako da je domen of f (0,)
Taj domen je podskup domena funkcije £, koji je [0, )




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 3




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 3




|IZVODNA FUNKCIJA Primer 3




y = f(x) je oznaka koju standardno koristimo

kada Zelimo da naglasimo da je x nezavisna
promenljiva, a y zavisna promenljiva. Pored
oznake koju smo do sada upotrebljavali za izvodnu
funkciju, ovde su date 1 druge oznake koje se
ravnopravno koriste:

=y =W _dt A _
f(x)_y_dx_dx OIXf(x) Df (x) =D, f (x)



DRUGA NOTACIJA

» Simboli D 1 d/dx se joS zovu
simbolima operatora diferenciranja.

Naime, proces odredivanja/racunanja izvodne
funkcije predstavlja operaciju diferenciranja.



DRUGA NOTACIJA

» Simbol dy/dx

(koji je uveo matematicar Lajbnic i1 koji se po
njemu naziva Lajbnicova notacija) za sada
ne bi trebalo posmatrati kao koli¢nik.

To je prosto samo druga oznaka za f(x).

Ta oznaka je veoma korisna i sugestivna kada se uporedi
sa notacijom za prirastaje.

Ovu notaciju ¢emo koristiti ravnopravno sa f(x).



Definicija izvodne funkcije u
Lajbnicovoj notaciji:



Definicija

Funkcija f je diferencijabilna u tacki a ako postoji

fla).

Funkcija f je diferencijabilna je na otvorenom
intervalu (a,b) [ili (&,) ili (—o0,a) ili (~o0, )]
ako je diferencijabilna u svakoj tacki tog intervala.



DIFERENCIJABILNOST

Primer 4




DIFERENCIJABILNOST Primer 4




DIFERENCIJABILNOST

Primer 4




DIFERENCIJABILNOST Primer 4




DIFERENCIJABILNOST

Primer 4




DIFERENCIJABILNOST ]
Primer 4

Cinjenica da f(0) ne postoji se vidi i na osnovu
grafika funkcije y = |x| jer on nema jedinstvenu
tangentu u tacki (o, 0).

VA

W |
\\ / //

0

=Y

| x|

f(x)



I neprekidnost i diferencijabilnost su pozeljne
osobine za funkeciju.

Naredna teorema govori o tome u kom se odnosu te
dve osobine nalaze.



TEOREMA




f je diferencijabilna funkcija u a. To znaéi da vazi

£ '(a) = lim ) = T(2)
X—a X_a

Da bi se moglo povezati ono §to znamo sa onim Sto
treba da bude dokazano, pomnozi¢emo i podeliti

f(x) - fla) sa x — a (Sto mozZe da se uradi za X # d):

09— 1(a) =~ (x—a)



DOKAZ

Tada, koristeci pravilo za proizvod granicnih
vrednosti imamo:

im( f () - f ()] = im0 =& g

X—a
imT X =@ Jinx-a)

X—a X — a X—a

=f'(a)-0=0



DOKAZ

Iskoristicemo ovo Sto smo malopre pokazali tako
Sto cemo poci od f(x) i dodati i oduzeti f{a):

lim £ () =lim[ f (@) + (f (x)—  (2)]
= lim f (a) + lim[ f (x) - f (2)]

X—a

=f(@)+0=f(a)

Dakle, sledi da je f neprekidna u a.



NAPOMENA

Obrnuto ne mora da vazi. Postoje funkcije koje su
neprekidne, a nisu diferencijabilne.
Na primer, funkcija f{x) = |x| je neprekidna u 0 jer vazi

lim f (x) = lim|x| = 0= f (0)

x—0

Medutim, u Primeru 4 smo pokazali da f nije diferencijabilna u
0.




KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?

» Svakako u slucajevima kada grafik funkcije ima
Spic u nekoj tacki. Tada grafik funkcije f nema
tangentu u toj tacki i f tu nije diferencijabilna
funkcija.

Kada bismo pokusali da izra¢unamo f(a), videli bismo da se
levi i desni limes razlikuju, odnosno da grani¢na vrednost
kojom se odreduje f(a) ne postoji.



KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?

Teorema koju smo upravo dokazali, koja povezuje
neprekidnost i diferencijabilnost, nagovestava jos
jedan moguci uzrok zbog kog funkcija moze da ne
bude diferencijabilna u nekoj tacki.

Ona kaZe da ako f nije neprekidna u a, onda f ne moze da bude
diferencijabilna u a.

Tako da u tacki prekida—skoku, na primer—f ne moze da bude
diferencijabilna.



Treca mogucnost je da kriva ima
vertikalnu tangentu za x = a.

fje neprekidna u a, ali vazi

lim| f '(x)| = 0

X—a



KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?




KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?

vertikalna tangenta




KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?

9,




KADA SVE FUKCIJA NIJE DIFERENCIJABILNA?

» Medutim, nikakvo uvelicavanje u okolini
tacke a sa prve dve slike ne mozZe da “ispravi”

ostar vrh ili Spic, kao sto se to 1 vidi na trecoj
slici.

YA VA YA
e Y /\ /\
] » /\
\\ ; m——
A /
\ 1 = i
T
[\
1 k.

0 a X

=Y

0 2 0




Ako je f diferencijabilna funkcija na
nekom intervalu, onda je i njen izvod f°
takode funkcija na tom intervalu.

Dakle, funkcija f mozZe takode imati
izvod i on se oznacava sa (f)’= 1.



1ZVODI VISEG REDA




1ZVODI VISEG REDA Primer 5

»Za f(x)=x>-x,nacif’(x)iinterpretirati ga.

o U Primeru 2, izra¢unali smo izvod ove funkeije f '(x) =3x* -1.
o Tako da je drugi izvod dat sa:

f'(x+h)— f'(x)

(%) =(1)'(x)=lim

2 11 _ 2 2 2 1 2
_ Iim[3(x+h) 1] —[3x° —1] _lim 3x° +6xh+3h° —1-3x" +1
h—0 h h—0 h

= Ihirrg(Gx +3h) = 6X




1ZVODI VISEG REDA Primer 5




1ZVODI VISEG REDA Primer 5

Primetimo da je funkcija f’(x) negativna kada
y = f(x) ima negativan nagib, a pozitivna kada
y = f(x) ima pozitivan nagib.

-1.5 f ’ 1.5
/ g

—2




Ako je s = s(t) funkcija koja opisuje polozaj
nekog objekta koji se krece pravolinijski,

znamo da njen prvi izovd prestavlja brzinu
v(t) kretanja tog objekta u funkeiji vremena:

v(t) = s'(t) = —

at




1ZVODI VISEG REDA

» Trenutna promena brzine u vremenu zove se
ubrzanje a(t) objekta.

Tako da funkcija ubrzanja je izvod funkeije brzine i tako
predstavlja drugi izovd funkcije poloZaja nekog objekta:

U Lajbnicovoj notaciji:

a(t) = v'(t) = s"(t)

dv d’s

a=
dt  dt?




1ZVODI VISEG REDA

» Treci 1zvod £ je izvod drugog izvoda:
f’) — (f’) ).

o Tako da se f”(x) moze interpretirati kao nagib tangente na
krivu y = f(x).
o Zay = f(x), date su neke oznake koje se ravnopravno koriste:

Y= 1) = (d y]=d—y

T dx | dx? dx’




1ZVODI VISEG REDA




1ZVODI VISEG REDA Primer 6




1ZVODI VISEG REDA

Primer 6




1ZVODI VISEG REDA

» MozZe se dati fizicka interpretacija treceg
izvoda u slucaju funkcije s = s(t) polozaja
objekta koji se krece pravolinijski.

Kako je s = (s”)’ = a’, treci izvod funkcije poloZzaja je izvod
funkcije ubrzanja.

. da d°s

Naziva se trzaj: J =—=—
dt dt



1ZVODI VISEG REDA




