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3. Diferencijalni racun

3.1. Izvod funkcije
Posmatrajmo neprekidnu funkciju y = f(z) nad intervalom (a, b).
Ako postoji grani¢na vrednost

LAy fa A ()
Az—0 Az Az—0 Ax

)

gde x, x+ Az € (a,b), onda se ta grani¢na vrednost, koja se oznacava sa f’(x) ili ¥’ zove izvod funkcije
f(z) u tacki .

Dakle,

Az—0 Az

Na slici je ilustrovana geometrijska interpretacija izvoda. Prava AB, gde su A i B tacke grafika, naziva
se secica te krive, odredena tackama A i B. Pustimo da se tacka B krece po krivoj i da tezi da se poklopi
sa tackom A. Secica AB pri tom menja svoj polozaj (nagib). Ukoliko postoji graniéni polozaj te secice
kada tacka B tezi ka tacki A, tada se prava koja zauzima taj polozaj naziva tangenta krive y = f(x) u
tacki A.

L J

F
r

Pretpostavimo da je ugao a koji tangenta zaklapa sa pozitivnim smerom z-ose razlicit od 5, (a # 5).
Ako je B ugao koji zaklapa se¢ica AB sa pozitivnim delom z-ose, onda sledi da je

flz+ Az) — f(x)
Az ’

Ay
t = — =
8f=x,
pa je koeficijent pravca tg « tangente kroz tacku A dat izrazom

(3.1) tga = Algiﬁgof(x i AAQZ —f@) I ().

Zadatak 3.1. Naéi izvod funkcije y = 22 po definiciji.
Resenje. Koristicemo jednakost za izracunavanje izvoda funkcije. Kako je
Ay = f(z + Az) = f(z) = (z + Ax)? — 2
= 2>+ 22 - Ax + (Ar)? — 2° = Az(2z + Ax),
sledi da je:

Ay
! = 1 — 1 =
v= Alalﬁo Az Alngo(zx +Az) = 2z,
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3.1.1. Tablica i osobine izvoda

Tablica izvoda

Funkcija f(x) Izvod f'(x) Vazi za
c = const 0 rzeR
x 1 zeR
x™ ne" 1 neN, zeR
x® az® T a) a = % € Q, q € N neparan broj, x # 0;
b) a = g > 1, ¢ neparan broj, r € R
¢ ax® ! reR, a>0
a® a®lna a>0,a#1,z€R
e e’ reR
1
log, x a>0,a#£1,2>0
zlna
Inz — z > 0,
x
sinx cos T zeR
cos T —singx reR
1
tgx — r# 5 +hkm kel
cos? x
ctgx —— r#km, kel
sin® x
arcsin x _— | <1
V1 —la:2 =]
arccos T e r| <1
= |
arct eR
rctg x 1+1’i2 T
t — eR
arcctg x e x

Osobine izvoda funkcije

Ako funkcije u

u
imaju izvode u toj tacki (f pod pretpostavkom da je v(x) # 0 u datoj tacki x) Pri tome je:
v

(3.4)

(3.5)

29

u
= u(z) i v = v(z) imaju izvod u tacki z, tada i funkcije u £ v, uv, — i cu, ¢ € R,

(u(x) + v(ac)) =/ (z) £v'(x),

Napomena: U zadacima se traze izvodi tamo gde oni postoje.

Zadatak 3.2. Nadi izvode slede¢ih funkcija:

a)y = —;
)y =

b

o L
Z/—\S/?

1 b
¢) y=e”sinz; d)y:ﬂ; e)yz(f) —|—<

2 a

ResSenje. Za resavanje ovog zadatka primenjujemo tablicu i osobine izvoda.
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—=.
b= (L) = () = teto Les o 1

= —_— = €T = —— X 3 = ——X 3 = —— ¢« —.

Y= \Va 3 3 3 Yat

¢) Primenimo osobinu za izvod proizvoda,(3.3)), i tablicu izvoda

y = (e’ -sinz) = () -sinx + " - (sinz) = e” -sinx + €* - cosz = e”(sinz + cos x).

d) Primenimo osobinu za izvod koli¢nika,(3.4)), i tablicu izvoda

, Inz\" (nz) - 2?2 -Inz-(22) L.2°-lhz-22 1-2Inz
xt xt T B

e) Primenom osobine za izvod zbira (3.2), osobine (3.5) i tablice izvoda dobijamo

() ) (02 G =y () om

1 b1 a a a\=z a b b—1 ab® a\Zz a
=g b (- )+ (5) myp=ge +(3) my

3.1.2. Izvod slozene funkcije

Neka je data slozena funkcija y = f(u), gde je u = g(x). Ako g(x) ima izvod u tacki z, a f(u) izvod u
tacki u, tada je

(3.6) (fog)(x)=f(u) g'(x),

gde je (fog)(x) = f(g(x)).

Zadatak 3.3. Nadi izvode funkcija:
a)y = (2% — 3z + 3)%; b) y =2m7, c)y=a" +a*" +z% 4 a*";
d) y = ecos(cos o), e) y = V/sin 3x + sin z2.

Resenje.

a) Uvodimo smenu

u=2>-3z+3 = y=1ub.

Primenom izvoda sloZene funkcije (3.6)) dobijamo

v =y (u)-u(z) = (W) - (2® — 3z +3) =5ut- (22 — 3) = 5(2? — 3z +3)* - (22 — 3).

b) Uvodimo smenu
u = L = y=2"
Inx

Primenom izvoda slozene funkcije (3.6 dobijamo

!/
"o () () = 2% -T2 - [
Y =y (@) =2 2 ()

@' Inz —Qx(lnx)’ o . Ino. 1n:v2—1
In“z In“z

=207 . In2

¢) Primenom osobine za izvod zbira (3.2) i izvoda slozene funkcije (3.6)), dobijamo

/ a

v =a® -Ina-a® -lna+a® -lna-a -zt +a ¥ L
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d) Uvodimo smene
u=cos(cosz) = y=ce",
V=C0ST = U= COSv.
Kao i u prethodnim zadacima primenjujemo i dobijamo
Y = o/ () (v) - /() = (") - (cosv) - (cos z)
= e (—sinv) - (—sinz) = e“3?) . gin(cos x) - sin x.
e) Primenom tablice izvoda, osobine za izvod zbira i izvoda slozene funkcije , dobijamo
= (Vsin3z + sina?) = (sin? 32)' + (sin2?)’

(sin3z)~2 - (sin3z) + cosa? - (2)'

(sin 3:17)_% -cos 3z - (3x) + cosa® - 2

3 3
_ 2CoSIT + 22 cos z2.

2+/sin 3x

3.1.3. Izvodi viSeg reda

Neka funkcija y = f(z) ima izvod nad intervalom (a,b). Izvod f'(z) funkcije f(x) je funkcija nezavisne
promenljive z, definisana nad intervalom (a,b). Ako ona ima izvod u nekoj tacki x € (a,b), onda se
njen izvod (f’(z))" naziva drugim izvodom ili izvodom drugog reda funkcije f(x) u tacki z, koji éemo
oznacavati sa vy’ = ' (z).

Ako je definisan izvod (n — 1) reda, n > 2, tada je n—ti izvod ili izvod n—tog reda f(")(z) definisan kao
izvod funkcije y = £~V (x), tj.

(3.7) (f" (@) = ().

Zadatak 3.4. Naéi drugi izvod funkcije y = sin® z + cos? z.

ResSenje. Izracuna¢emo prvi izvod zadate funkcije

y = (sin’z + cos* )’ = (sin? z)’ + (cos z)’

=4 sin’®z - (sinz) +4 cos®z - (cos )
= 4(sin®z - cosx — cos® z - sinzx)

= 4(sin x cos ) (sin? z — cos® x)

Izvod drugog reda ra¢unamo po formuli ¢y’ = (y')’, prema (3.7)). Dakle, dobijamo da je

y' = () = (4(sm x cos z)(sin® x — cos® m))/

2 2 2 2

inx cosz)’(sin” z — cos® z) + (sinx cos x)(sin” x — cos :17)')

4

2

x — cos? &) + (sinz cos x)(2sin x cos x + 2 cos x sin x))

2

4 (cos? x — sin? )2 + 4sin?  cos® x)

(s
4( cos? & — sin? ) (sin
=i

= —4(cos* z + sin* z — 6sin? z cos? z).

Primetimo da je

y' = 4(sinx cos ) (sin? z — cos® x) = —2(2sinz cos x)(cos®  — sin’ ) = —2sin(2x) cos(2z) = — sin(4x),

te je
y" = —4cos(4x).
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Zadatak 3.5. Pokazati da funkcija y = €2* - sin 5z zadovoljava jednacinu gy — 4y’ + 29y = 0.
Resenje. Prvo ¢emo izracunati prvi i drugi izvod zadate funkcije

y' = 2e*® sin 5z + 52 cos b,

y" = 4e** sin 5x + 10e® cos 5z + 10€2® cos 5z — 25¢%% sin 5z

= —21e%® sin 5z 4 20e” cos 5.
Tako dobijene izvode uvrstavamo u zadatu jednacinu

y" — 4y’ + 29y = —21e2® sin 5z + 20€>* cos bx

y//
— 4 - (2** sin 5z + 5e** cos 5z) +29 ¢2* sin 5z = 0,
y

y/

§to je i trebalo pokazati.

3.1.4. Logaritamski izvod

Po ovom pravilu mozemo da trazimo izvod funkcije samo u tackama gde je funkcija f(x) pozitivna. Neka
jey=1f (:1:)9(“"), f(x) > 0. Tada se logaritmovanjem funkcije i primenom osobine logaritamske funkcije
Inz®* = alnz dobija

Iny =g(z)-In f(z) /’ (izvod leve i desne strane jednakosti po promenljivoj z)
1

o = () ) - o) L&)

Y = J(@)@ . (g’m I f(x) + g(x) -

{cf/((j))) '

Logaritamskim izvodom se moze naéi izvod proizvoda. Ako je y = fi(z) - fa(z) - ... - fr(x), fi(z) > 0,
onda se logaritmovanjem funkcije i primenom osobine logaritamske funkcije In(x - y) = Inx + Iny dobija

Iny =1In (fl(r)) +1In (fg(a?)) 4+ +1In (fk(x)),

Sto nam olakSava diferenciranje.

Zadatak 3.6. Naci drugi izvod funkcije y = z”.

ResSenje. Logaritmovanjem jednakosti y = % dobijamo

Iny=z-lnzx y =1-lnx+ax-

1
x
=y -(lnz+1)=2"(Inz+1),

Lo |

=
=
Za izracunavanje drugog izvoda koristimo formulu y” = (y')’.

T

y' = (@) - (nz+1)+2° (nz+1) =2"(nz+1)% + —.
X

T
Zadatak 3.7. Nadi izvod funkcije y = (1 —T—x) + Inz.

8

Resenje. Ako uvedemo da je y; = <1 _T_ > sledi ¢’ = 9} + (Inz)’. Primenom logaritamskog izvoda
x
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dobijamo da je

T l1+z 14+4ax—2
. x. .
1+ Y1 1+ x (1+x)2

o I ® n 1 r \” I F n 1
= . n = . n
1= l1+z 14« 1+ 1+ 14z

= x * In z n 1 +1
vy = 142 14z 14z x

1—
14 22

ResSenje. Primenom postupka koji je opisan na pocetku poglavlja i osobina logaritamske funkcije

Iny; =z -1In

2

Zadatak 3.8. Nadi izvod funkcije y = v/22 -sin®z - cos?.

Ina" =nlna, In(a-b)=Ilna+Ind i lng:lnaflnb,a,b>(),

b

dobijamo

1—
Iny=1In (mg . Hixxz -sin3w~(;082m>

2
:glnm—f—ln(l—x)—ln(l—f—xz)—|—31nsinx+21ncosx,
1, 21 1 1 1
Z.y =2z (=)= ——— .22+ 3. . 2. (—si
y Y73 J:Jrl—x (=1) 14 22 S sin x cosT coS T (=sin),
2 1 2z
f—y (= - —— — = 4 3ctga — 2t
vy <3x 11—z 1—|—x2+ e &¢
1-— 2 1 2
—3x2~1_’_;~sin3x~0032x~(3wHHxx2+3ctgz2tg:c).

3.1.5. Izvod inverzne funkcije

Neka je f : (a,b) — (c,d) bijektivna neprekidna strogo monotona funkcija, a f=! : (¢,d) — (a,b)
njena inverzna funkcija. Funkcija f~! ima izvod u tacki € (c,d) ako funkcija f ima izvod u tacki
y= f~1(z) € (a,b), pri ¢emu je f'(y) # 0, i vazi

(3.8) (F () = oy =—

Zadatak 3.9. Odrediti izvod funkcije f~1 ako je f(x) = /2 + 3, z > 0.
Resenje.

I nacin: Odredi¢emo funkciju 1. Kako iz y = \/z + 3 sledi x = (y — 3)2, to je f~1(x) = (x — 3)?,
pa je
(f 1) (x) = 2(z — 3).

II nacin: Koristi¢emo pravilo diferenciranja inverzne funkcije. Ako je z = \/y+3, onda je zj, = 2\7,
Yy
odakle je

1
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Zadatak 3.10. Koristedi izvod inverzne funkcije odrediti izvod funkcije y = arctg x.

Resenje. Ako je y = arctg z, onda je x = tgy, odnosno z; = . Sada je po formuli za izvod inverzne

cos?y
funkcije
, 1 1 1 1 1
y = —_-— = = - = = .
T TR R

Zadatak 3.11. Naéi y), za y = tg (z + v).

Resenje. 1z izraza y = tg (r 4+ y) mozemo z izraziti na sledeéi nacin

/ 1 y2
arctgy=x+y = x=arctgy—y = xyzm—lz—w.
Sada je
,_i__1+y2__i_l__ 1 1
G v tgi(aty)
_ —cos(z+y) —sin®(z+y) -1
sin®(z + y) Cosin?(z+y)

3.1.6. Izvodi funkcije zadate u parametarskom obliku

Neka su nad intervalom I C R definisane dve realne funkcije x = ¢(t) i y = 9(¢), t € I i neka za
funkciju ¢(t) postoji inverzna funkcija t = ¢~!(z). Tada je slozena funkcija y = 1/)(<p_1(x)) = f(x),
definisana nad skupom vrednosti { ¢(¢) : ¢ € I } funkcije p(t). Kazemo da je sa x = z(t), y = y(t),
t € I, funkcija f(z) zadata u parametarskom obliku, pri ¢emu ¢emo pomoénu promenljivu ¢ nazvati
parametrom.

Neka je data funkcija y = f(z) u parametarskom obliku
x=(t), y=19(t), t € (a,b).
Ako neprekidne funkcije ¢(¢) 1 ¢(t) imaju izvode u tacki t € (a,b), 1 ukoliko je ¢'(t) # 0, tada funkcija

y = f(x) ima izvod u tacki ¢ i vazi

(3.9) f(z) = Sy e =

Drugi izvod funkcije zadate u parametarskom obliku

dy, _ dy, dt (V2
no_ 2x x 7 AN t/ — x/t .

') .,y

(3.10)

1
Zadatak 3.12. Nadi ¢y zax =Intiy=t+ > t>0.

Resenje. Funkcija je zadata u parametarskom obliku i vazi

1 1 2 —1
! . ! _
=5 1 yt—l——t2— 2
Primenom pravila (3.9)) dobijamo da je
7%7{-’;17752 1—15—1
Yo T T T T T

Trazeni drugi izvod funkcije dobijamo primenom (3.10))

1 t2+1
(y;)£:1+t72:t72
211
y//:(y;>;:%:t2+1:t+l
v @) 1 t t
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3.1.7. 1Izvod funkcije zadate implicitno

Ako je funkcija y = f(z) zadata implicitno sa F(x,y) = 0, prvo se odredi izvod leve i desne strane
jednakosti po x, vodeéi racuna da je y funkcija koja zavisi od z. Izvod y’ kada se izrac¢una je takode u
implicitnom obliku. Prema tome, i drugi izvod funkcije se izracunava kao izvod implicitno zadate funkcije.

Zadatak 3.13. Nadi izvod funkcije y = tg (x + y).

Resenje. Koristimo da je y = y(x) i trazimo izvode leve i desne strane gornje jednakosti po x.

! 1 1
/ = 1 ! = Yy = = — 1= 2
Y cos2(gc+y)( +v) 1+y  cos?(x+vy) Y + cos™(z +9)
1 .
b L e (-l y) = —siaty)
I
Y sin(z +y)

Zadatak 3.14. Nadi y” za arctg LA Vr? + 2.
x

Resenje. Izracuna¢emo izvod leve i desne strane jednakosti po x

1 'z — 1 1
arctg% =Inyva2+y?> = ARV (22 + 2yy")

1+§ 2 22 12 2./ 22 42

vr—y  x+yy

= = = yr-—y=x+yy
T gy T VT Yy
= Yoy =a+y = Z/Zifz-

Drugi izvod racunamo na sledeéi nacin

"= (y) = (x+y)' _ 1+ —y) — (e +y( -y

y =
r—y (x—y)?
Crz—y+ay —yy — (- +y—yy)
(z —y)?
_ 2xy’ — 2y _ 2z - ;J_rg —2y _ 222 + 22y — 22y + 2y _ 2(x% + y?)
(z —y)? (x —y)? (x—y)3 (x—y)3

3.2. Primene diferencijalnog racuna

3.2.1. Lopitalovo pravilo

13 2

0 00
Neodedeni izrazi “—-" 1 “—
0 00

0
Koli¢nik féx)) ima neodredeni oblik * 0 7 kada x — ¢, ako vaZi da je
g(z

lim f(z) = lim g(x) =0,

r—cC r—c

odnosno neodredeni oblik “ 227 ako f(z) = oo i g(x) = oo kada z — c.
00

Teorema 3.15. Neka su funkcije f i g diferencijabilne na intervalu (a,b) i pri tom je ¢'(z) # 0, z €
f(x)
9(x)

0
(a,b), i neka je jedan od neodredenih izraza “6 7 ili “2 7 kada z — ¢, ¢ € (a,b). Ako postoji
00
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!
lim f/(ac) = A, tada postoji i lim /(@) 1 vazi jednakost:
Tr—cC g (1‘) Tr—cC g(l‘)
!
lim 1(@) = lim f = A.
z—c g(x T—c g’(aj)

/
Ako f/(x) — do00, kada x — ¢, tada i f(@) — *o0, kada T — c.
9'(z) g(@)

Zadatak 3.16. Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

. xcosxt —sinx . cosz-In(zx —a . "

a) lim — b) lim #; ¢) lim —,a>0,neN.
0 x z—at In(e® —e?) z—00 e

Resenje.

0
a) Ako pustimo x — 0, dobijamo neodredeni izraz 0 ” pa primenjujemo Lopitalovo pravilo

. rzcosx —sinx 0, Lp . CcoST — T sinT — cosT
im ————=“=-""="1lim
z—0 3 0 z—0 32
. —sinz 0, Lp ., —cosz 1
= lim =“—-7"="lim =——.
z—0 3 0 z—0 3 3

00
b) Ako pustimo da z — a™*, dobijamo neodreden izraz “ —"

i primenjujemo Lopitalovo pravilo.

1
. cosz-In(z —a) . In(x — a) L 00 LP. . pr
1 ——————% =cosa- lim ———=“—""="cosa- lim —2
r—at ln(ez — 60‘) r—at ln(e“" — 60‘) o0 z—at —5—a
e’ —e
. et —e® cosa . er —e? L 0,
=cosa- lim = lim = “—
z—at €%(z — a) €* z—at T —a 00
L.p. COSa . . cosa
= lim e* = e =cosa
e z—at es

¢) Ako pustimo da z — oo, dobijamo neodreden izraz “—7” i primenjujemo Lopitalovo pravilo. Lopi-
talovo pravilo primenjujemo uzastopno n puta.

n o«

) %77 ) n - " 1 n ) " 1 “%”n ) (n—l)x" 2
lim — =2 lim — = lim = - i
r—00 4% r—o0 @ - e a x—oo %% a x—oo a - e’
n(n _ 1) ) xn72 “gow woow n! .
= - lim = = lim — =
a? z—oo eaT a” x—oo e

Zadatak 3.17. Nadi lim — 1 om%

Tr—r00 X

Resenje. Neka je f(z) = z + sinz, a g(x) = . Ovde ne mozemo da primenimo Lopitalovo pravilo jer
lim f'(x) = lim (1 + cosx) ne postoji. Medutim,
Tr—r00 xr—r0o0

lim S8R (1+Smx) 1+ lim 2 —140=1.
xTr—r00

T T—00 T R

Neodreden izraz “0-o00”

Ako je lim f(x) =01 g(x) — too kada x — a, tada je
r—ra

0
e lim f(x)-g(z) = lim f(lx), a to je neodredeni izraz oblika “ =7

ili
T—a T—a —— 0
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e lim f(x) g(z) = li_r>n @7 a to je neodredeni izraz oblika “ >
r—a x a

f(z)

”

Zadatak 3.18. Naéi lim In(z —1)-Inz.

rz—1t
Resenje. Ako pustimo da # — 17 dobijamo izraz “, (—oo) - 0,”. Da bismo primenili Lopitalovo pravilo
In(z —1
potrebno je da zadatoj funkeiji promenimo oblik tako da je sada f(x) = ¥ Ako sada pustimo da

Inz

x — 17 dobijamo neodreden izraz oblika “ — " i moZemo da primenimo Lopitalovo pravilo.

0
1 ~1 1
lim IH(I — 1) Inx = “(_oo) .0” lim M _ o« @ 9 L‘:P‘ lim _xlfl -
z—1+ z—1t oz o0 z—1+ sz
T 0. LpP. . In?z+2-2lnz-1
— _ hm T (e hm Z
z—1+ T —1 0 z—1t 1
= — lim (In®2 +2lnz) =0
rz—1t

Neodreden izraz “oco — oc0”

Neodreden izraz “oo — 0o” imamo ako f(x) — 4oo kada z — a i g(z) — +oo kada  — a. Dakle,
dobijamo
: . g(x)
lim | f(z) —g(z) | = lim f(z -{1—].
[ f(z) —g(x)] (z) @)

r—a Tr—ra

e Ako je lim { 1-— M } = 0, slu¢aj se svodi na prethodni.
T—a f(x)
)

e Ako je lim {1 _8% } # 0, tada f(x) — g(z) — +o0o, kada  — a.
T—a f(,r)

1
Zadatak 3.19. Naéi lim (z —221n <1 + >)
T

r—00

Resenje. Transformisemo funkciju

1 1
lim (zlen(1+>> =“0c0—00” = lim x(lajln <1+>>.
xr—00 x T—00 X

Odredimo grani¢nu vrednost

1 1 xT xT
limxln(l—l—):limln(l—i—) zln(lim <1+1)>:1ne:1.
T—00 x T—00 x T—00 x

Sada je polazna grani¢na vrednost

1 1—zln(1+ 2 0
lim x (l—mln (1+)) =“00-0” = lim # —«_»
T—r00 €T T—00 P 0
LP . (ln(l +3) e 14% : (_?12))
=" lim - 2
Tr—r0o0 _P
1 1 -1
(14 ) - %—i—l 0,rLp ,. 1+%° (—22) — @r1)?
= lim ——5—F= =“=-""=" lim B >
r—oco = 0 T—00 —=
—o(@+1)ta® 4
- ljp =et? o T
aoo  —Z z—o00 222 (x 4 1)2
2
1
= lim S .

z—o0 2(x2+2x+1) 2
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Neodredeni izrazi “0°7, “occ?” i «“1%°7”
Neka je ¢(x) = f(x)?®), f(x) > 0 (u nekoj okolini tacke a). Ako je ligl f(2)9®) neodreden izraz oblika

e “0°” (lim f(x) = lim g(z) = 0),

r—a r—a

o “o?” (f(z) > o kadaz — ai liglg(x) =0) ili

e “1%°” (lim f(z) =11 g(z) = +oo kada = — a),
T—a
tada je
lim In¢(z) = limg(z) In f(z)

neodreden izraz oblika “0-00”.

Zadatak 3.20. Naci sledeée grani¢ne vrednosti:

8l

z—0t z—0t z—0 e

1 1 :
a) im 757 ;  b) lim (ctgz)®s;  c) lim <(+z)>
Resenje.

a) Logaritmovanjem jednakosti y = e dobijamo

Iny =

-Inz.
4+Inzx ne

U nastavku racunamo grani¢nu vrednost leve i desne strane jednakosti

. . 3lnz 00 P. ..
lim Iny = lim =“—7"=" lim
z—0+ z—0t 4+ Inx 00

Otuda je

lim lny=3 = Inlimy=3 = lim y=¢>
z—0t z—0t +

b) Ako je y = (ctgz)m=, onda sledi da je

1
Iny=—"-1 .
ny = — n(ctg x)

U nastavku racunamo grani¢nu vrednost leve i desne strane jednakosti

1 1
i oy = fim 2082 _ oo ne s ()
20+ z—0+ Inz 00 20+ %
—T 1 —T -1
= lim wosE 3 = lim 1 — 13 =1

- ; - 11m ; m ——-
z—0+t 8L .gin“xr  x—0+ COST z—0t sinx  z—0+ SBE
sinx xr
Dakle, dobijamo da je

lim ny=—-1 = Inlimy=-1 = lim y=e .
z—0t z—0t z—01

¢) Primetimo da je f(x) > 0 u nekoj okolini tacke 0. Logaritmujemo levu i desnu stranu jednakosti zadate

1
1\ @
funkcije (W) i nakon toga racunamo grani¢nu vrednost.

8=

X € €T X

. <<1+>> . lnyzl_lnmﬂc)i:1.{1_111(1”)_1}
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1 1
limIny = lim — - {-ln(l—i—x)—l} =lim ———=%-"
z—0

=01 | o z—0 22 0
Lp 1 1 1—1—=x 1 x
WPoe ST T L Ttz + 4.
= 5 m— T2
1. 1 1
=——lim =——
20501 +o 2
Dakle, dobijamo da je
miny=—~ = Ilmy——r = limy—e?
D YT o am0? T T

3.2.2. Jednacina tangente i normale
Ako funkcija f : (a,b) — R ima prvi izvod u tacki x¢ € (a,b), tada se prava
y —yo = f'(z0)(x — 20),

gde je yo = f(x9), zove tangenta grafika funkcije f u tacki T'(xg, f(z))-
Ako je a ugao izmedu tangente grafika u tacki xg i pozitivnog smera z-ose, tada vazi

tg(er) = f'(zo).
Ako je f'(xg) # 0, tada je normala grafika funkcije f u tacki T'(zg, f(xo)) prava

1
Y—Y = —m(ﬂﬂ — xp).

Zadatak 3.21. Naci jednacine tangente i normale za sledec¢e funkcije u datim tackama:
1
a) f(z) =23+ = —Inx u tacki ¢ija je apscisa x = 1;
x
b) & =2tgt, y = 2sin’t + sin(2t) u tacki A(2,2).
Resenje.
a) Izracunademo y koordinatu tacke T'(zg, f(20)) i vrednost prvog izvoda za x = 1
y=r=2 = T(Q1,2),
flay=s?- -1 = fO)=1
R '
Jednacine tangente i normale su

try—yo=f(xo)(x—m0) = y—-2=1-(x—-1) = y=z+1,
1

”:y_yoz—if,(zo)(w—wo) = y-2=-1-(x—1) = y=-z+3.

b) Funkcija je zadata parametarski pa koristimo izvod parametarski zadate funkcije

2
cos?t’

2 (t) = y'(t) = 4sintcost + 2 cos(2t).
Otuda je
, 2sin(2t) + 2 cos(2t)
yz = 2
cos?t

= cos® t(sin(2¢t) + cos(2t)).

39
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Kako je z = 2tgt = 2, sledi tgt = 1, odnosno t = g, pa je y. (%) =—.

Sada su jednacine tangente i normale

1
t:y—yO:y;(t)(x—mo) = 9—225(30—2) = Y=

1
niy—yoz—m(x—xo) = y—2=-20-2) = y=-2r+6.

3.2.3. Tejlorova teorema

Teorema 3.22. Neka su funkcija f(x) i svi njeni izvodi do (n — 1)-og reda neprekidni nad zatvorenim
intervalom [a, B] i neka f(x) ima n-ti izvod nad otvorenim intervalom (o, ). Ako su a,z € (o, f), tada
postoji bar jedna tacka & izmedu a i x takva da je:

(x —a)? (x —a)"~t

z_a 5 .f”(a)—f—...—i—i(nil)!

o - f(E).

S (0) +

~f'(a) +

£o) = fla) + fe=al

Kada je funkcija f(z) predstavljena kao

n—1 (k)a T
fa) =3 T oy D e 1) 4 R o),

k!
k=0
kazemo da je razvijena po Tejlorovoj formuli u tacki a. Funkcija R, (x) se naziva ostatak (ili greska) i
predstavlja odstupanje funkcije f(z) od Tejlorovog polinoma T, 1 (z).

Ako u Tejlorovu formulu stavimo da je a = 0, dobi¢emo Maklorenovu formulu

2 xn—l

(n—1)!

X

flx) = f(0)+ﬁ O+ 5 SO0+t

- fD(0) + Ry (),

n
pri ¢emu je R, (z) = x—' " (wz), 0 < w < 1, a odgovarajuéi polinom
n!

f(k)
Z

zove se Maklorenov polinom.

Zadatak 3.23. Aproksimirati funkciju f(z) = 2%~ Tejlorovim polinomom treéeg stepena u tacki x = 2.
Resenje. Potrebna su nam prva tri izvoda funkcije f(z), kao i njihove vrednosti u tacki z = 2
fx)=2%"" = f(2)=4e?
flx)=22e™ —a?e "= -2 = [fl(2=e2(4—-4) =
fl(x)=—e"2z—2?) + e (2-22) = (2 —dx+2) = f(2)=-2e2

() =e " (—2? +6x—6) = f"(2) =22

Prema Tejlorovoj formuli za funkciju f(x) = 2%e~* u okolini z = 2 je
1" 2 " 2
1) = 1@+ ) -2+ L2 -2+ B 0 o 4 Ry,
pa zamenom izracunatih vrednosti dobijamo
9 —2e72 9 e? 3
T3(x) =4 * 40 - (x—2)+ 5 (z —2) +T(x72)
4 1 9 1 3
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Zadatak 3.24. Razviti funkciju f(z) = arctgz + (23 — 222 + 1) u Tejlorov polinom treéeg stepena u
tacki x = 1 i u Maklorenov polinom treéeg stepena.

Resenje. Tejlorov polinom treéeg stepena u & = 1 za polinom x> — 222 +1 mozemo napisati po stepenima
od x — 1, tj. razvojem ¢emo dobiti isti polinom. Isto vazi i za Maklorenov polinom, pa je potrebno raditi
samo razvo] funkeije z(z) = arctg z, prvo u Tejlorov polinom

z(z) =arctge = z(1)= %
(z) = 1+1x2 = (1) :%
() = (fjﬁfi = (1) = %

pa posto je polinom x® — 222 4 1 veé razvijen mozemo razviti i celu funkciju f(z)

1 _1 1
Ty(z) = %+§(x71)+2—'2(x71)2+31(z7 1)3 + 23 — 222 + 1
1 1 1
:%+5(x71)f1(x 1+ (@ —1)° +a® - 22”4 1.
Nakon izrac¢unavanja z(0) = 0, 2/(0) =1, 2”(0) =0, 2z’”(0) = —2 mozZemo izraziti i Maklorenov polinom

funkcije f(x)

1 2
M3(x):x—§m3+w3—2x2+1=§x3—2x2—|—x+1.

3.2.4. Ispitivanje toka funkcije
Ispitujemo osobine realne funkcije f : D — R, D C R jedne realne promenljive.

e Domen (oblast definisanosti) funkcije

g(z)

h(iﬂ)

— Funkcija f(z) = {/g(z), gde je n paran broj, je definisana kada je g definisana i g(z) > 0; ako
je m neparan br037 funkcua f je definisana kad je funkcija g definisana.

— Funkcija f(z

— Funkcija f(z) =

je definisana kad su funkcije g i h definisane i h(z) # 0.

In(g(x)) je definisana kada je funkcija g definisana i g(z) > 0.

— Funkcija f(x 9(%) je definisana kada je funkcija g definisana.

g(z) € [-1,1

)=

(r) =e

— Funkcije f(x) arcsin(g(x)) i f(z) = arccos(g(z)) su definisane kad je funkcija g definisana i
1.

— Funkcije f(z) =

arctg(g(z)) i f(x) = arcctg(g(x)) su definisane kada je funkcija g definisana.
e Parnost funkcije

— Ako je f(—z) = f(x), funkcija je parna, tj. njen grafik je simetrican u odnosu na y-osu.

— Ako je f(—z) = —f(z), funkcija je neparna, tj. njen grafik je simetri¢an u odnosu na koordi-
natni pocetak.

— Ako je f(—z) # £f(z), kazemo da funkcije nije ni parna ni neparna.

Potreban uslov da funkcija bude parna ili neparna jeste da je njen domen simetrican u odnosu na
koordinatni pocetak.
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o Asimptote funkcije
— Vertikalna: Prava © = a, a € R, je vertikalna asimptota funkcije y = f(z) ako je

lim f(z) =200 ili lim f(x)= too.

T—a~ z—at
— Horizontalna: Prava y = b, b € R, je horizontalna asimptota funkcije y = f(z) ako je

lim f(z)=b ii lim f(z)=0.

r——+0o0 T——00

— Kosa: Prava y = kx +n, k,n € R je kosa asimptota funkcije y = f(z) ako postoje graniéne

vrednosti fa)
k_xEI-POOT i n—IErfw(f(x)—kx), k#0 il
ke m 1% 5 0 bm () —k2), k0.
T——0Q e T——0Q

Primetimo da kada z — +o0o (x — —o0) funkcija ne moze istovremeno imati i kosu i horizontalnu
asimptotu.

e Nule i znak funkcije
— Nule funkcije su resenja jednacine f(z) = 0, i ukoliko postoje predstavljaju tacke u kojima
grafik funkcije sece x-osu.
— Znak funkcije nam pokazuje za koje vrednosti z je funkcija pozitivna (grafik je iznad z-ose),
a za koje negativna (grafik je ispod x-ose). Odgovarajuce vrednosti x dobijaju se resavanjem
nejednacina f(x) > 0, odnosno f(x) < 0.
e Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a, b).

— Funkcija f je monotono rastuéa (") na intervalu (a,b) akko je f/'(z) > 0 za sve = € (a,b).

— Funkcija f je monotono opadajuéa (\) na intervalu (a,b) akko je f'(z) < 0 za sve x € (a,b).

Potreban uslov da diferencijabilna funkcija f(z) u nekoj tacki xzg € D ima ekstremnu vrednost
(lokalni minimum ili maksimum) je f’(z¢) = 0. Takva tacka xo se naziva stacionarna tacka i
predstavlja potencijalnu tacku ekstrema. Dovoljan uslov za postojanje ekstremne vrednosti u tacki
xo je da prvi izvod funkcije u toj tacki menja znak. Ako postoji okolina (zg — 4, z¢ + 0) takva da

— fl(x) <0zax € (xg—40,20), a f'(x) > 0zaz € (xg,x0+9), onda funkcija f dostize minimum
u tacki zo;
— fl(x) >0zax € (x0—0,20),a f(xz) <0zaz € (xg,x0+0), onda funkcija f dostize maksimum
u tacki xg.
Funkcija moze imati esktremnu vrednost i u tacki domena u kojoj ne postoji prvi izvod, ali u njenoj
okolini izvodna funkcija menja znak.
o Konwveksnost, konkavnost i prevojne tacke funkcije

Neka postoji f” nad intervalom (a,b).

— Funkeija f je konveksna (~—) na intervalu (a, b) ako i samo ako je f”(z) > 0, za svako = € (a, b).

— Funkcija f je konkavna (—) na intervalu (a, b) ako i samo ako je f”(z) < 0, za svako = € (a, b).

Tacka u kojoj funkcija menja oblik, odnosno prelazi iz konkavne u konveksnu i obrnuto, naziva
se prevojna tacka. Potreban uslov da dva puta diferencijabilna funkcija ima prevoj u nekoj tacki
2o € D je da vazi f”(xg) = 0. Dovoljan uslov za postojanje prevojne tacke je da drugi izvod u
posmatranoj tacki o menja znak.

Funkcija moze imati prevoj i u tacki domena u kojoj ne postoji drugi izvod, ali u njenoj okolini
drugi izvod menja znak.
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23 +8
2 —4

Zadatak 3.25. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(x) =

Resenje.
e Oblast definisanosti: Funkcija je definisana za 22 — 4 # 0, tj. x # 42.
Prema tome domen funkcije je D =R\ {-2,2}.

e Parnost: Kako je

)3 3
f=o) = ooy = S A £,

zakljucujemo da funkcija nije ni parna, ni neparna.

e Nule i znak:
f@)=0 & 2°4+8=0 A 22-4#0

& (24+2)@*-22+4)=0 A (z+2)(z—2)#0
&S r=-2 A x#E2
tj. funkcija nema nule.
Na domenu funkcije vazi
¥ 4+8 (z+2)(a?—204+4) 2?-22+4 (z—1)?+3

x? —4 (x+2)(x—-2) x-2 x—2

fz) = ]
(

Funkcija je negativna za x € (—oo, —2) U (—2,2), a pozitivna za z € (2, +00).
o Asimptote:

— V.A. je prava z = 2 jer je

. 22 —2x+4 4 . . 2 —2x 44 4
lim ——=“—"=-00 i lm ——=“—-"=
T—2— T —2 0- T2+ T —2 0+
Prava x = —2 nije vertikalna asimptota jer je
2_2x+4 12
lim LR 12 g
r——2 x—2 —4
— H.A. ne postoji jer
2_9 4
lim ot a =+00
rx—+oo x—2
— K.A. je prava y = x jer je
2_2x+4
ke tim 18 gy, T2
r—+toco I r—+oo 2 — 21
) . x2 =2z +4
= IEIZEOO [f(l‘) B m} - mgr:iloo ( xr—2 B JS)
. 2 —2x+4— 22+ 2 . 4
= lim = lim =0
T—+oo r—2 r—too r — 2

e Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije je

oy e—=2)(@—2)—(2?—220+4) 2*—dx  x(x—4)
) = (z—2)? T @-22 (@-22

Stacionarne tacke su x = 0 i z = 4. Ispitujemo znak prvog izvoda

(—00,-2), | (=2,0) | (0,2) | (2,4) | (4,+
x = = ¥ |+ ¥
_l’_
/"

+ + -
f / / A" A"
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Funkcija raste za z € (—oo0, —2) U (—2,0) U (4, 00), a opada za = € (0,2) U (2,4).
Funkcija ima maksimum u tacki A(0, —2), a minimum u tacki B(4,6).
o Konwveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je dat sa

f”(l’)— (2$—4)($—2)2—(x2_4x).2(m—2) B 202 — 87+ 8 — 22 + 8z - N
= (1'—2)4 - (1‘_2)3 = (.23—2)3.

Kako je f"(x) # 0 za x € D, funkcija nema prevojne tacke. Ispitujemo znak drugog izvoda

(=00,-2) | (=2,2) | (2,0)
T —2 - — +
f// _ _ +
f —~ —~ =

Funkcija je konkavna za x € (—o0, —2) U (—2,2), a konveksna za (2, 00).

e Tangente funkcije u tackama gde me postoji prvi izvod: Ako je a ugao izmedu tangente i pozitivnog

smera z-ose, onda je koeficijent pravca desne tangente u tacki z = —2
2
. , L e § B §
te(@) = fim, f@) = lim m—gm =7 — o-wctker

o Grafik funkcije:

\

-12 -10 -8 -6 4 -2 8

N
_—r s _

Slika 1: f(z) = L8

r2—4

—9)3
Zadatak 3.26. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(x) = M
x
Resenje.
. . . . o (r—2)3 .
o Oblast definisanosti: Za izraz ispod kvadratnog korena mora da vazi ——— > 01i z # 0.
x
(—O0,0) (032) (2500)
(x —2)° - - +
T — + +
o+ -1+ ]

Otuda je D = (—00,0) U [2, +00).
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e Parnost: Funkcija nije ni parna, ni neparna. Moze se zakljuciti iz domena jer funkcija nije definisana
na intervalu [0, 2), pa njen grafik ne moze biti simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak.

o Nule i znak: ( )3
T —2
f(z)=0 —

T

tj. funkcija sece z- osu u tacki (2,0). Funkcija je pozitivna za x € D\ {2}.

=0 & zx-2=0 & x=2,

o Asimptote:

— V.A. je prava x = 0 jer

—9)3
lim (2 ) = 400
rz—0~ x
Prava x = 2 nije vertikalna asimptota jer vazi
—9)3
lim (= ) =0.
z—21 x
— H.A. ne postoji jer
—9)3
lim (z ) = +00
r—+o0 x

— K.A. je prava y; = x — 3 kada x — 400

b= lm A% oy L /222

r—+o0 I T—+00 I

X
9| [z—2 2 [z—2
T Sl TR Y . g
r—+00 xT xT r—+oc0 T xT

ny = lim {f(x)—x]: lim < M—x)

r—+o0 r— 400 xT

| 9P VEZ 1
= lim =z -1)= lim ——W——
T——+00 3 r——+00 %
z—2\5 3 z-2\3 z—(x—2)
z=2)2 _ | 3. (z=2)2 .
= lim ( T )1 :ung-:- lim 2 ( T ) - 2
T—+00 > 0 T—+00 —az
—2\3
— lim 73.<x ) = -3.
T—+00 x
Prava yo = —x + 3 je kosa asimptota funkcije kada x — —oo
-2 -2 2 — -2
by = lim 1@ _ gy 222 jr=2 Y (|
r——00 I Tr——00 x x r—r—00 x x
—9)3
ng = lim {f(w) - (—x)} = lim < z=27 + m)
Tr—r— 00 r—r — 00 x
2)3 —92)3
= lim <|='17| (= 3) er) lim <:1: (@ 3) +1’>
Tr—r — 00 Tr—r — 00 €T
3
_ : (1’-2)3 _ : 17(1772)2_“0771—“_ _
e Monotonost i ekstremne vrednosti:
Flz) = 1 3z —2)% —(x—-2)° (z—2)>%Bz—x+2)
9 @ z? 9 (1;2)3 cxh
2@+ 1)y (x—2)r (+1) T —2
2¢/a3(x —2)3 a3

Ispitujemo znak prvog izvoda
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(_007_1)a (_170) (072) (2700)
z+1 — + X +
2 + + X +
f! - + X +
f N /" X /

Funkcija raste za « € (—1,0) U [2,00), a opada za x € (—oo0, —1).
Funkcija ima minimum u tacki Thnin (—1, v27) (z = =1, y(=1) = V27).
o Konwveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je dat sa
v =2 1 e —(x—2)32%  [x—2 (x4 1)(x — 3z +6)
f (:17) - 23 + (:E + 1) 5. ng 26 - 3 1+ 2(:1;;2) e
 Jz—-2 2?2+ (x+1)3—x) 3 [z —2
B a3 xz(x — 2) - z(z—2) 3

Ispitujemo znak drugog izvoda

(=00,0) | (0,2) | (2,00)
x — X +
Tz —2 — X +
=2 + X +
I + X +
f ~— X ~—

Funkcija je konveksna za z € (—o0,0) U (2, 00).
Kako je funkcija konveksna na celom domenu, sledi da nema prevojnih tacaka.

e Tangente funkcije u tackama gde ne postoji prvi izvod: Ako je a ugao izmedu tangente i pozitivnog
smera x-ose, onda je koeficijent pravca desne tangente u tacki (2,0)

0+
tg(a) =y (27)=3- ?ZO = a=0.

! 10_

o Grafik funkcije:

-5 0 5

Slika 2: f(z) = y/&=22

x
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Zadatak 3.27. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkeije f(z) = arctg — T
22 _

Resenje.

e Oblast definisanosti: Funkcija y = arctg x je definisana za sve realne brojeve, a 22 — 1 # 0 za svako
z € R\ {-1,1}. Dakle, D =R\ {-1,1}.

e Parnost: Ovo je neparna funkcija, jer je

2(— -2 2
f(—x) = arctg (_;)le = arctg = _a:l = —arctg = f 1= —f(z),

$to znaci da je njen grafik simetrican u odnosu na koordinatni pocetak, pa je u nastavku dovoljno
posmatrati funkciju samo na delu domena za = > 0.

o Nule i znak:

2 -1 2 -1 .

Funkcija f ima isti znak kao funkcija y = ngl

f(z) = arctg

(_007_1)7 (—1,0) (Oa 1) (1,+OO)
T - — + +
z? —1 + - - +
= - + - +
f — - - -

Funkcija f je negativna za x € (—oo0, —1) U (0, 1), a pozitivna je za x € (—1,0) U (1, 400).
o Asimptote:

— V.A. ne postoji jer

lim arctg 2 _« arctg(400)” = z,
z—1t 2 -1 2
lim arctg 22 _« arctg(—o0)” = I
rz—1— 72 -1 2

— H.A. je data jedna¢inom y = 0 jer

= arctg(0) = 0.

lim arct

X
T—>+00 & x2 -1

— K.A. ne postoji jer postoji horizontalna asimptota funkcije kada x — +o0.

e Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f je dat sa

() 1 2(2% - 1) — 22 - 2x 1 222 — 2 — 42?
)= - 2 2 _ = @ 1244z 2 _ 12
L+ (w22—1) z 1 (22-1)2 (.’17 1)
—22% — 2 —2(z? +1) -2

rd 222 4+1 (2241)2 2241

Posto je f(x)' < 0 za svako = € D, funkcija je opadajuéa na ¢itavom domenu, pa nema ekstremnih
vrednosti.

e Konwveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je dat sa

o =2\ 220 4
! (x)_<x2—|—1> (22412 (2241)%

te znak drugog izvoda zavisi samo od 4z. Funkcija je otuda konkavna (f”(z) < 0) na intervalima
(—o00,—1)i(—1,0) i konveksna (f”(z) > 0) na intervalima (0,1) i (1, c0). Prevojna tacka je P(0, 0).
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e Tangente funkcije u tackama gde ne postoji prvi izvod: Ako je a ugao izmedu tangente i pozitivnog
smera z-ose, onda je koeficijent pravca (funkcija nije definisana u = 1 pa je u pitanju neprava
tangenta)

. . —2
tg(a):wh_)rnlylzlh_)rnlla_klzf

o Grafik funkcije:

\—\0 10

Slika 3: f(z) = arctg —2=

r2—1

1-1
Zadatak 3.28. Detaljno ispitati i nacrtati grafik funkcije f(x) = ne

x
Resenje.
e Oblast definisanosti: Domen funkcije je skup D = {z € R|z >0 A x # 0} = (0, +00).

e Parnost: Funkcija je definisana samo za pozitivne realne brojeve, pa ne moze biti ni parna ni
neparna.

o Nule i znak:
flz)=0 & 1—-lnz=0 < hzr=1 & z=e

(0,¢) | (e,00)
1—Inx + —
T + +
fFl+1 - |

Funkcija je pozitivna za = € (0,€), a negativna za = € (e, 00).
o Asimptote:

— V.A. je prava x = 0 jer

l—Inx 1—(—00) +o0
lim — o« v« Ly o
=0t @ 0+ 0t +
— H.A. je prava y = 0 jer
1-1 - -1
lim BT« T MR gy Zzoog
r——+00 €T e’e) r——+00 1

— K.A. ne postoji, jer funkcija ima horizontalnu asimptotu.

e Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f je
1

cz—(1—=Inz)-1 Inz—-2
f’(l‘) == 72 = r2
Stacionarnu tacku dobijamo iz

fllr)=0 & Ihz-2=0 < hzx=2 & z=c

Ispitujemo znak prvog izvoda
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(0,¢%) | (e? 00)
Inx — 2 — +
z? + +
- 1 =
/ N\ /

Funkcija je opadajuéa na intervalu (0, e?), a rastuéa na intervalu (e2, +00).

. .. . 1
Funkcija ima minimum u tacki Th,in (62, -]
e

o Konwveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je

() = %~x27(lnx72)~2x:5—21nx

4 3

(M

fflz)=0 < 5-2lhz=0 < lnx:g & r=e

Ispitujemo znak drugog izvoda

(0,€2) | (e3,00)
5—2Inz + —
23 + +
f// ¥ —
f ~—r V)

Funkcija je konveksna na intervalu (0,e?), a konkavna na intervalu (e, 400).

5 3
Prevojna tacka funkcije je P (62, — )

5
ez

49

e Tangente funkcije u tackama gde ne postoji prvi izvod: ako je o ugao izmedu tangente i pozitivnog

smera z-ose, onda je koeficijent pravca (neprava desna tangenta)

Inz—2 —00
T / T o« » o — _
tg(a) = wlgglJr f(z)= zhngr T =gy T = a

o Grafik funkcije:

Slika 4: f(x) = =22

x
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Zadatak 3.29. Detaljno ispitati tok i nacrati grafik funkcije f(z) = Te .
Resenje.
e Oblast definisanosti: x —2#0 < x#2, tj. D=R\{2}.

e Parnost: funkcija ne moze biti ni parna ni neparna jer njen domen nije simetrican u odnosu na
koordinatni pocetak.

e Nule i znak: Proizvod dva ¢inioca jednak je nuli akko je bar jedan od njih nula. Kako je o7z #0
za svaki realan broj, sledi f(z) =0« 2 =0.

Znak funkcije zavisi samo od z, pa je f(z) < 0 za x € (—00,0), dok je f(z) > 0za z € (0,2) U
(2, +00).

o Asimptote:

— V.A. je prava z = 2 sa desne strane jer

. 1 o _
lim ze==2 = “2.e0= 7 = “2.e"” =0,
r—2~
. 1 «“ . ” «“ +o0 9
lim zez—2 = “2.e¢0F 7 = “2.¢ = +00.
r—2t
— H.A. ne postoji jer
: 1 «@ 0 : : 1 «@ 0
lim ze=—2 =% —00-¢"7 = -0 1 lim ze=—2 =“ +o00-€" 7 = 40c0.
T——00 r—+00

— KA. jepravay =z + 1 jer

z—+o0
1
1 = (-1
ez —1 0, prp 6“2( uﬂv)
= lim T =“=7"=" lim T
r—+oo = 0 x—rFoo —=5
2
. 1 . X
= lim e*—2.- lim —— =1
T—+oo r—+o0 1‘2 — 4 + 4

e Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije je

2
R sk e S C e ) | € )

(x —2)? (@2

Stacionarne tacke funkcije su z = 11z = 4. Potrebno je ispitati znak prvog izvoda da bismo odredili
ekstremne vrednosti. Primetimo da znak prvog izvoda zavisi iskljucivo od izraza (x — 1)(z — 4).

(_Oo’l) (172) (274) (4,—|—OO)

c—4| = - - ¥
x—1| - - - +
I - -1 =

+
f / N A /!

Funkcija je rastuca na intervalima (—oo, 1) i (4, +00), a opadajuéa na intervalima (1,2) i (2,4).

1
Funkcija ima maksimum u tacki A <1, ), a minimum u tacki B(4,4/€).
e
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o Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije je

f//(x):ezlz, 1 .x2—5x+4+eﬁ.(21:—5)(95—2)2—(m2—5$+4)-2(33—2)
(z —2)? (z —2)? (z—2)*
1
z—2
- (;_72)4(—552 + 52 — 4+ 22% — 1322 + 287 — 20 — 22° + 1422 — 28z + 16)
1
e=—2 8
= ——0Bz—-8)=0 & =-.
o2 8 T75
—
Znak drugog izvoda zavisi samo od 5z — 8 jer je (;_ 2 > 0 za x € D. Prema tome, funkcija je
konkavna (f”(z) < 0) zax € (—oo, §), dok je funkcija konveksna (f”(z) > 0) za x € (2,2)U(2, +00),

pa je P(%, %e_%) prevojna tacka.

e Tangente funkcije u tackama gde ne postoji prvi izvod: Za tatku x = 2 koeficijent pravca (neprave
leve) tangente je

2
x°—5x+4
. ’ . 1 2% — bx +4 . (@—2)2 w9,
tg(a) = lim f(x) = lim e7—2 ey = lim ——— = —
T2~ T2~ (.’t — 2) T27 e z-2 (0.9]
(2z—5)(x—2)% — (2% —5z4+4)-2(z—2) 42
L.P . r—2)4 . 2
=" lim (z—2) n = lim - =¢—"
r—2~ Tz—2 .+ _ 27 o T2 (0. ¢]
z—2—(z+2)
L.P. .. r—2)2 . 1
=" lim 1( ) =—4lim e>2? =0 = a=0.
27 T T-2 . 1 T—2~
(z—2)?
o Grafik funkcije:
|
]
10 1
]
]
8 1
]
1
st
1
]
4 1
%3
1
217
s 1
// AP:
-10 -8 -6 -4 2,7 3 4 6 8 10 12
7 1
7 1
7 -2 !
v !
// !
7 =4 1
4% ]
// I

Slika 5: f(z) =z - €72

12 —
V2 +2

Zadatak 3.30. Detaljno ispitati tok i nacrati grafik funkcije f(z) =

Resenje.
e Oblast definisanosti: D =R

e Parnost: funkcija nije ni parna, ni neparna jer

PP e ) I R

S 3y/(—2)2+2 3V +2 # £/
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Kako je
2—z, 2—22>0 2—x, <2
‘2 —_ 1’| = = s
r—2, 2—x<0 r—2, x>2
u nastavku analize posmatramo dve funkcije:
2 — -2
file)= ——2— 2<2 i fole) = ——e 2> 2.

32+ 2

Primetimo da je funkcija f neprekidna u z = 2 jer

Jip, @) = lim, fole) = Jim, S 0= A = S@)

o Asimptote:
— V.A. ne postoji jer je D = R.

1
— H.A. je prava y = 3 jer

2—x 1 —z(1-2) 1 —z(1-2) 1
lim fi(z)= lim ——=- lim ———%= =—- lim ——2%= =~
T——00 ( T——00 3\/1»2 +2 3 z——c0 |£E| 1+ % 3 z——c0 . /1 + %2 3
i fae) = fm 2 L s(1-2) 1 w12
1m 20 ) = m —— = — m ———= im —E = _
T—+o00 z—+00 34/ 12 +2 3 x—~+oo |J)| 1+ %2 3 x——+oo /1 + %2 3
— K.A. ne postoji, jer funkcija ima horizontalnu asimptotu.
e Nule i znak:
Za f1 je nula x = 2, dok f5 nema nule.
Funkcija f je pozitivna za sve z € R\ {2}.
e Monotonost i ekstremne vrednosti: Prvi izvod funkcije f; je
1
V2 +2-2—-2) —— - 22
HOEES 2 s
! 3 2 +2
1l 2?24+ (2-2) 2 1+zx
3 (22 +2)3 3 (a2+2)%
2 1
Sliéno se dobija f4(x) = = - LIS
3 (22+2)>
Stacionarna tacka je x = —1 (nula za f]). Primetimo da znak prvog izvoda zavisi samo od z + 1
(—OO,—l) (_1a2) (2,—|—OO)
z+1 - + +
I + — +
f /" hY /"

Funkcija raste za x € (—oo0, —1) U (2,4+00), a opada za = € (—1,2).
1
Funkcija ima maksimum u tacki A <1, \/5)’ a minimum u tacki B(2,0).
o Konwveksnost, konksvnost i prevojne tacke: Drugi izvod funkcije fi je

) (x2+2)%f(x+1)~g(x2+2)%~2:c
1 _ _ .
1(@) = 3 (22 +2)3
2 22423z +1) 2 22°4+3x-2

3 (22 +2)3 3 (a%2+2)3
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2 222 +3x—2

Slicno se dobija fy(z) = T3 (22 +2)3
x

1
Nule drugog izvoda su nule polinoma 222 + 3z — 2, tj. x = —2 iz = ok

Ispitujemo znak drugog izvoda

(_003_2)7 (_Qa %) (%72) (27+OO)
x+2 — + + +
20— 1 - - + +
f// ¥ — ¥ —
f N —~ N2 —~

1 1
Funkcije je konveksna za x € (—o0, —2) U <2, 2), dok je konkavna za x € (—2, 2) U (2, 4+00).

2 1
Prevojne tacke su Py (—2 \9f> P, (2 3) i B(2,0).

o Grafik funkcije:

0.8

Slika 6: f(z) = 55
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