Videli smo strategiju za reSavanje homogene 1
nehomogene linearne diferencijalne jednacine
drugog reda. U oba slucaja, potrebno je naci
dva linearno nezavisna resenja homogene
jednacine, Sto moZe biti tezak problem.
Medutim, kada je u pitanju jednacina sa
konstantnim koeficijentima, reSenje se moze
naci realtivno lako.



Data je linearna homogena diferencijalna
jednacina drugog reda

y" +ay’ +by =0 (1)
gde su a I b konstante.

Metod reSavanja se na neki nacin 1 sam
namece kada se ova jednacina pazljivo prouci.



Treba pronaci funkciju y takvu da se, kada se
saberu njen drugi Izvod, konstanta puta njen
prvi 1zvod 1 konstanta pomnozena sa samom
funkcijom, dobije nula za svako x.

Ovakvo ponaSanje 1ma eksponencijalna
funkcija e, zato $to je izvod od e~ upravo
konstanta pomnozena sa €~ . Zato treba
pronaci A tako da e~ bude resenje.



Kada se e zameni u jednacinu (1) dobija se

A%e™ +ale™ +

he™* = 0.

Kako je e uvek vece od nule, cela jednacina

moze da se podeli sa e*,

| ostaje nam

kvadratna jednacina po A
2+al+b=0. (2)



Kvadratna jednacina (2) se zove karakteristicna
jednacina za diferencijalnu jednacinu (1). Treba
uociti da se karakteristicna jednacina moze
napisati direktno 1z diferencijalne jednacine,
gledajuc1 njene koeficijente. Nije potrebno da se
svaki put zamenjuje e*. Koreni karakteristi¢ne
jednacine su 1

2

tako da 1mamo tri1 slucaja.

(~a++/a’ —4b),



az—4b >0
Razli¢iti koreni su

ﬂ1=%(—a+\/a2—4b) | A, =%(—a—«/a2—4b)

e™ | e”*su linearno nezavisna reSenja i u
ovom slucaju opSte reSenje jednacine je

_ A X Aoy X
y=ce™ +c,e"?",



Na osnovu diferencijalne jednacine
y”_ y’_GyZO’
odmah se moZe napisati odgovaraujuca
karakteristiCna jednacina
A2 —1-6=0
koja iIma dva realna, razli¢ita korena 3 1 —2.

Dakle, opste resenje je
y=ce>+c,e™



Ovo se desava kada je a> — 4b = 0 i oba korena
karakteristi¢ne jednacine su A= —a/2. Jedno

reSenje ovakve diferencijalne jednacine je
e—aX/Z.

Potrebno je naci joS jedno, linearno nezavisno
reSenje. Koristl se metod sniZavanja reda da

se dobije drugo resenje ako 1mamo jedno.
Drugo reSenje se trazi u obliku y(X) = u(x)e /2,




IzraCuna se prvi 1 drugi 1zvod

yr _ ure—ax/Z . E ue—ax/Z
2

2

yrr _ u”e—axlz —au re—ax/2 n % ue—ax/Z



Uvrstavanjem u (1) dobija se

2

une—ax/2 _auue—ax/2 _I_a_ue—axlz
4
L da _
+au'e ax/2 —aaue ax/2 +bue ax/2 O

2
g /2 u"—[b—a—ju =0
| 4 —




Kako je u ovom sluc¢aju b — a%/4 = 0, a e /2
uvek razli¢ito od nule, ova jednacina se svodi

Na

u’ =0

Njeno reSenje je funkcija oblika u(x) =cx +d

gdesucid
Zato je bilo

oroizvoljne konstante.
Koja funkcija oblika

y = (Cx + d)e /2
takode reSenje jednacine (1) u ovom slucaju.



Kako je nama potrebna samo jedno reSenje
koje je linearno nezavisno sa e @2, biramo

¢ =1id=0idobijamo reSenje Xe /2, Opste
reSenje u sluCaju jednakih korena je

—ax/2 —ax/2

y=ce ™ +c,xe” ™",

Moze se zapisati i u obliku: y = e ®/%(c, + ¢,X).



Ovu proceduru nije neophodno svaki put
ponavljati. Dovoljno je da se napiSe da je u
slucaju jednakih korena jedno reSanje e /2, a
drugo, linearno nezavisno resenje je xe /2,



Naci1 opSte resenje y'' + 8y’ + 16y =0.
Karakteristi¢na jednacina je

A°+81+16=0
a njena oba korena A= —4. Opste resenje je

—4x —4x
y=cCce " +C,xe .



KarakteristiCna jednacCina ima kompleksne
korene kada vazi a— 4b <0. Posto
karakteristiCna jednacina ima realne
Koeficljente, koreni su konjugovano
Kompleksni brojevi o +iff 1 o —if gde a moze
0itl nula, ali je S uvek razlicito od nule.




Opste reSenje u ovom slucaju je

_ (x+iB)x (a—1p)x
y =Ce +C,€

y=e"(ce”" +ce”). (3)

Ovo je taCno, medutim, nekad nam je
potrebno reSenje U kome ne figurisu
kompleksni brojevi.



Takvo resenje se moze naci koristeC1 Ojlerovu
vezu koja vazi za svaki realan broj f

e'” =cos(Bx) +i sin(Bx).

Kada se zamenl X sa —X, takode vazi

e " =cos(Bx) —i sin(BX).



Tada
y(x) =e” (ce” +c,e ™)
= C,e“" (cos(BX) +1 sin(fx)) +c,e“ (cos(Lx) —i sin(fSXx))
=(c, +C,)e*"cos(fx) +i(c, —c,)e“ sin(£X).

C, I ¢, su proizvoljni realni il kompleksni
brojevi.



Ako se uzme ¢, = ¢, = 1/2, dobija se partikularno reSenje e~
cos(px). A ako se odabere ¢, = 1/21 = —c,, dobija se
partikularno reSenje e* sin(fx).

Kako su ova dva reSenja linearno nezavisna, opste reSenje u
ovom slucCaju se moze napisati u obliku

y(X) = ¢,e**cos(Bx) + C,e**sin(Bx) (4)

gde su c, I ¢, proizvoljne konstante. OpSte reSenje se moze
zapisati 1 u obliku

(5) Y(X) = " (c,08(BX) +C,Sin(3X)).



(4) 1li (5) je oblik koji se ¢eSce koristi da se
zapiSe opste reSenje u ovom trecem slucCaju,
lako je 1 (3) takode korektno.

Izvodenje ne treba svaki put ponavljati. OpSte
resenje se direktno zapisSe u obliku (4) ili (5),
gde su a +iff koreni karakteristi¢ne jednacine.



Naci opSte reSenje jednacine y'' + 2y’ + 3y =0.
KarakteristiCna jednacina je

A°+24+3=0

a njeni kompleksni korent _1+j /2 .
Kakosua=-11i g=+2 opste reSenje je

y = ¢, *cos(v/2X) + ¢,e *sin(~/2x).



Resit1 y' + 36y = 0.
KarakteristiCna jednacina je

A% +36=0

sa kompleksnim korenima A= +61. Sadaje a =0 |
S = 6, tako da je opSte resenje dato sa

y(X) = c,cos(6x) +C,sIn(6x).



Sada se moze naci opste reSenje diferencijalne
jednaine  y"+ay'+by=0
u svim slu¢ajevima.

Rezime:

Neka su 4, I 4, koreni karakteristiCne
jednacine A°+al+b=0.



Tada:

AKo su A, I 4, realni i razli€iti brojevi
y(X) — Clexilx Ao X

+c,e"?”,
Ako je A, =4,
y(X) = c,e™ +c,xe™ .
Ako su koreni kompleksni brojevi a + ip,
y(X) = ce**cos(Sx) + c,e”’sin(SXx).



Za reSavanje nechomogene linearne jednacine je potrebno da
imamo dva linearno nezavisna reSenja odgovarajuce
homogene jednacine i partikularno reSenje Y, nehomogene
jednacine. Videli smo kako se trazi opSte reSenje homogene
jednacine sa konstantnim koeficijentima.

Potrebno je jos naci Y,

To se moze uraditi 11
U nekim specijalnim slucajevima




Ovaj metod se moze primeniti samo na linearnu
diferencijalnu jednacinu sa konstantnim
koeficijentima

y'" +ay' + by =1(x).

|deja koja prestavlja osnovu ovog metoda je da se u
nekim slucajevima moze pogoditi oblik partikularnog
reSenja Y(x) na osnovu oblika funkcije f (x).



Nac1 opste reSenje jednacine
y'' — 4y = 8x% — 2x.

OpSte reSenje odgovarajuce homogene
jednacine je c,e%¥ + c,e 2.

Treba nam partikularno reSenje Y;,(x)
nehomogene jednacine.



Kako je f (x) = 8x? — 2x polinom, a izvodi polinoma
su takode polinomi, mozemo pretpostaviti da ¢e 1
trazeno reSenje biti polinom.

Takvo reSenje ne moze biti polinom stepena veceg od
2.

Kada bi Y,(x) sadrzalo x°, taj sabirak bi ostao zbog
¢lana —4y koji se nalazi u y"’'—4y, a 8x* — 2x nema
takav Clan.



Ovakvo rezonovanje nam sugeriSe da treba pokuSati
sa Yy(x) = Ax* + Bx + C.

IzraCunaju se y'(x) = 2Ax + B1y"(X) = 2A, zamene u
diferencijalnu jednacinu 1 dobije
2A—4(AX® + Bx+C) =8x" —2x.
Sto se onda moze zapisati i u obliku:
(—4A—-8)x* +(—4B +2)x+(2A—-4C) =0.



Ovaj polinom drugog stepena mora da bude
Jednak nuli za svako x da bi Y, bilo resenje.
Tako da svi koeficijentli moraju da budu
jednaki nuli, tj.

—4A -8 =0,
—4B+2 =0,

2A—4C =0.



Sistem se resi1dobije A=-2,B=1/2, C=-1,
Sto nam daje partikularno reSenje

1
2
Y, (X) =—2X +§x—1.

Opste resenje je

y(X) =ce”™ +c,e ™ —2x* + % x—1.



Nac1 opste reSenje jednacine
y'"' + 2y — 3y = 4eX.

OpsSte resenje
y"+2y'=3y=0Je
C,e73X +C.e*.



Trazimo partikularno reSenje. Kako su Izvodi
od e* jednaki konstanta pomnozena sa e,
o¢ekujemo da ¢e konstanta pomnoZena sa e
biti traZeno reSenje. Dakle, Y, (x)= Ae=* .
Zamenom u diferencijalnu jednacinu:

AAe“* + 4 A —3Ae* = 4
5Ae”* = 4™



To vazi za 5A = 4, 1]. A = 4/5. Partikularno
reSenje je Y,(X) = 4e%/5.

OpsSte resenye:

4
—3X X 2X
y(X)=ce " +c.e’ + ge



Nac1 opste reSenje jednacine
y'" — 5y + 6y = —3sin(2X).

Opste reSenje Y’ — 5y’ + 6y =0 je c,e3* +c.e%*.



Izvodi funkcije sin(2x) su cos(2xX) pomnoZen
konstantom ili sin(2x) pomnozen konstantom. l1zvodi

cos(2x) se isto tako ponasaju.

To nam sugeriSe da partikularno reSenje treba tarziti

u obliku

Y,(X) = A cos(2x) + B sin(2x).
Treba uociti da su 1 SIn(2x) 1 cos(2x) ukljuceni u
reSenje 1ako f (x) Ima samo sin(2x).



IzraCunaju se 1zvodi
Y (X) =—2A sin(2x) + 2B cos(2x)

Y (X) = —4A cos(2x) — 4B sin(2x).
Zamene u diferencijalnu jednacinu
—4A cos(2x) —4B sin(2x) —5[—2A sin(2x) + 2Bcos(2x)]
+6[ Acos(2x) + B sin(2x)] = =3 sin(2x).



GrupiSuci sabirke, dobija se
[2B + 10A + 3]sin(2x) = [—2A + 10B]cos(2x).

Kako se sin(2x) ne moze dobiti mnozenjem
konstante sa cos(2x), sledi da ova jednakost
moze bit1 zadovoljena za svako X samo u
slucaju kada su ove konstante jednake nuli:
2B +10A+3=0
—2A+ 10B = 0.



Kada se sistem resi, dobijaju se konstante
A=-15/521B =-3/52.
Partikularno reSenje je

15 3 .
Y (X) =——c0s(2X)——sIn(2X
5 (X) = (2X) = (2X)

OpsSte reSenye:

15 3 .
X) = c.e>* +c.e”* — == cos(2Xx) — —sin(2x).
y(X) =c¢ 2 - (2x) = (2x)



Kod metoda neodredenih koeficijenata treba
biti oprezan!



Naci partikularno reSenje za
V' + 2y" — 3y = 8eX.
Kada bismo pokusSali kao u Primeru 2,

partikularno resenje bismo trazili u obliku
Yo (X)= Ae*.

Medutim, zamenom u diferencijalnu jednacinu
dobija se

Ae* + 2Ae* — 3AeX = 8eX
1z Cega sledi 8e* = 0, Sto je kontradikcyja.



Ovde je problem Sto je e* takode 1 reSenje
odgovarajuc¢e homogene jednacine, tako da Ce leva
strana biti nula kada se Ae* zameni u

y' +2y" — 3y = 8eX.

U slucaju da je Y (x) reSenje odgovarajuce homogene
jednacCine, predloZeno resenje treba pomnoziti sa X.
Ako je to ponovo reSenje odgovarajuc¢e homogene
jednacine, treba ga pomnoziti sa joS jednim X.



Kako je f (x)=8€*, prvi pokusaj je bio Y,(X)=
Ae* . Ali smo dobili da je to reSenje
odgovarajuce homogene jednacine, dakle
treba probati sa Y,(x)= Axe*. Sada iImamo

Y7 (x)= Ae* +Axe”
Y7 (x)= 2Ae* +AxeX



Kada se zamene izvodi u diferencijalnu

jednacinu, dobija se
2Ae” + Axe™ +2(Ae” + Axe™) —3Axe™ =8e”.

Sto se svodi na 4Ae* = 8eX, tj. A =2, pa je
partikularno resenje Y,(x) = 2xe*.
Opste resenje je

y(X) =ce™ +c,e* + 2xe’.



Resiti jednadinu Yy’ — 6y’ + 9y = 5e3x,

Odgovarajuca homogena jednacina 1ima
karakteristi¢nu jednacinu (A — 3)? = 0 ¢ija su
oba korena A = 3. Opste reSenje homogene
jednacine je c,e3 +c,xe3x .



U ovom slucaju su i Ae3* i Axe3* reSenja
odgovaraju¢e homogene jednacine, tako da treba
pokusSati sa

Y, (X) = Axee.
Kada se ova funkcija I njeni izvodi zamene u
diferencijalnu jednacinu, dobija se A = 5/2, tako da je
partikulrano reSenje Y,(X)=5x°€*/2. Opste reSenje je

5
y =ce”+c,xe” + > x°e™.



Za razliku od metoda varijacije konstatni,
metod neodredenih koeficijenata se moze
koristiti samo samo kada je funkcija f (x)
odredenog oblika, kao 1 samo u slu¢aju
linearne diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima.

JoS jednom ¢emo ponovitl postupak. Trazi se

opste resenje jednacine v +ay’+by = f(X).



Korak 1.

Odredi se opSte reSenje
Y, (X) =C,Y,(X) +C,Y,(X)
odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine

y'+ay'+by =0

gde su y, 1Y, linearno nezavisna resenja. To se
moze uvek uraditi za slucaj sa konstantnim
koeficijentima.



Korak 2.

Treba naci partikularno reSenje Y, nehomogene
jednacine. Na osnovu oblika funkcije f (x) odrediti
oblik partikularnog reSenja, a zatim odrediti
nepoznate koeficijente zamenjujuci reSenje u
jednacinu.



Korak 3.

Opste reSenje je

y=GCY,+GCY, +Yp



f(x)

P(x)

Ae™t

Acos(px)
Asin(px)
P(x)e™
P(x)cos(px)
P(x)sin(fx)
P(x)e cos(pfx)
P(x)e™ sin(Bx)

Y,(x)

Q(x)

Re

Ccos(Bx)+ Dsin(Bx)
Ccos(Bx)+ Dsin(Bx)

Q(x)e

Q(x)cos(Bx)+ R(x)sin(px)
Q(x)cos(px)+ R(x)sin(px)
Q(x)er cos(Bx)+ R(x)e sin(px)
Q(x)e cos(Bx) + R(x)e " sin(Bx)

U ovoj tabeli je dat spisak funkcija koje treba uzeti za Y, (x) za razliCite f (x)
kada to nisu resenja odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine. P(X)
je polinom stepena n, Q(x) i R(x) su polinomi stepena n sa nepoznatim
koeficijentima koje treba odrediti, a ¢ i 5 su konstante.

Ako se u f (x) nalazi reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine, onda
funkcije iz tabele treba pomnoziti sa X°, gde je o najmanji prirodan broj za
koji, na primer x°Q(X) nije homogeno resenje.



Traz1 se partikularno resenje jednacine
y'+ p(X)y +q(x)y = fl(x) + fz (X) +---+ fN (X).

Ako Je Y; partikularno resenje jednacine

y'+ p(x)y +a(x)y = f,(x),

ondajeY,+Y,+ - +Y Je partikularno
reSenje polazne diferencijalne jednacine.



Naci partikularno reSenje jednacine
V' + 4y =X + 287,
Posmatramo dva problema:
Problem 1: y" + 4y = x
Problem 2: y"" + 4y = 2~



Koriste¢i metod neodredenih koeficijenata, dobijamo
da je Y, (X)=x/4 partikularno reSenje Problema 1, a
partikularno resenje Problema 2. Dakle, partikularno
reSenje date diferencijalne jednacine je

Y, (x)=e*/4

OpsSte reSenje je

1 1
Y (X)=Zx+=e2%
5 (X) 252

y(X) = ¢,cos(2x) + c,sin(2x) + % (X+e ).



Ako su A 1 B konstante, diferencijalna jednacina
drugog reda

X2y + Axy' + By =0 (2.15)
se zove Ojlerova jednacina. Ojlerova jednacina je
definisana za x > 0 1 X < 0. M1 ¢emo traziti reSenje na
x>0.




Smenom se Ojlerova jednacina svodi na
homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu
drugog reda sa konstantnim koeficijentima
¢ije reSenje znamo kako da pronademo. Neka

JE X:et

1li t = In(X), Sto je ekvivalentno. Zameni se X =
et u y(x), i dobije funkcijaodt Y(t)=y(e").



Da b1 mogli Ojlerovu jednacinu da 1zrazimo
preko t, moramo Izraziti izvode od y(x) preko

1zvoda od Y(t). Na osnovu izvoda sloZene
funkcije sledi

=3y =2
y'(x) = (Y(9) = (¥(1))

dt dx X



Dalje,

ywwﬁ?wv»
X

d(1,,
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Tako se dobija
XY (x) =Y"(t)-Y'(1).
Zamenom u Ojelrovu jednacinu, dobija se
transformisana diferencijalna jednacina
Y (t) —Y'(t) + AY'(t) + BY (t) =0
1.
Y"(t)+(A-1)Y'(t) + BY (t) =0. (2.16)
Ovo je sada jednacina sa konstantnim
koeficyjentima koju znamo da resimo.



Naci opSte resenje diferencijalne jednacine
2.\ M

X“y"+2xy"'—6y =0.
A=21B=-6 smenom se svodi na

Y"(t) +Y'(t) —6Y (t) = 0.



Opste resenje ove diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima je dato sa

Y(t)=ce™ +ce.

Vratl se smenat = In(x) i dobije opste reSenje
Ojlerove diferencijalne jednacine za x > 0:

2 In(x)

y(x) =ce "™ +c,e*"¥ =¢x +¢,x°



Ojlerova d.j. X2y — 5xy’ + 9y = 0 se smenom
svodi na
Y"-6Y'+9Y =0,
¢ije opsSte resenje je dato sa Y(t) = c,e3t +c,test .
Opste reSenje Ojlerove d. j. je tada
y(x) =ce’"™ +c In(x)e’"™ =¢,x° +¢,x°In(x)
za X > 0.



Resiti x°y"" + 3xy’ + 10y = 0.
JednacCina koja se dobnja posle uvodenja
smene je
Y'+2Y' +10Y=0
1 njeno opste resenje je

Y (t) =ce'cos(3t) +c,e 'sin(3t).



Tada

y(x) = c,e""®cos(3 In(x)) +c,e""™sin(3 In(x))

_ %(01005(3 In(x)) +c,8in(3 In(x))).



Resit1 poCetni problem

x°y" —5xy’+10y =0; y(1) =4, y'(1) = -6.

Ojlerova jednacina se transformiSe u
Y —6Y'+ 10Y = 0 ¢1ye opSte reSenje je

zax>0. . .
Y (t) =ce”cos(t) +c,e”sin(t)



Tada
y(x) = x*(c,cos(In(x)) +c,sin(In(x))) .
1z Cega sledi
y(1)=4=c,.
Tako da imamo

y(x) = 4x>cos(In(x)) +c,x’sin(In(x)).



Odredi se prvi 1zvod
y'(x) =12x°cos(In(x)) —4x*sin(In(x))

+3¢,x°sin(In(x)) + ¢, x*cos(In(x)).

|z koga sledi
y'(}) =12+c, =6,

t]. ¢,=—18. ReSenje pocetnog problema je

y(X) = 4x°cos(In(x)) —18x%sin(In(x)).



