Matematika 3 2.3. KRIVOLINIJSKI INTEGRALI

2.3 Kirivolinijski integrali

1. Izragunati I = [ f(F)dr, ako je f(¥) = |F|?, a L je trougao sa
L
temenima A(1,0), B(1,1) i O(0,0).

Resenje: Krivu L mozemo predstaviti kao uniju tri duzi:
L=0OAUABUBO.

Tada je:
= / F(F)dr = / () + / f(Pdr + / f()dr.
L OA AB BO

Parametrizacije datih duzi su

OA = {(a:.,y)GRQ:xzay:O,OgtSI},
AB = {(z,y) eR’:z=1y=t0<t<1},
BO = {(z,9)eR’:z=ty=t,0<t <1}

Skalarna funkcija f(7) = |72 u Dekartovim koordinatama ima oblik
flw.y) =2 +y*,
dok je

dr(t)
dt

’ = [(@(®),5(")] = V(1) + (4(1))%.

Integral date skalarne funkcije je tada:

1= [ swar= [ ) %dt
L L

:/t2\/1+0dt+/(1+t2)\/0+1dt+/2t2\/1+1dt

0 0

o

t=1

<(2 + 2\/§)§ + t) = %(5 +2V2).

t=0

2. Izracunati krivolinijski integral I = [(x + y)dr, gde je L rub
L
oblasti ogranicene y-osom i delovima pravihy = x+1iy = 3—=x.

Resenje: Krivu L moZemo predstaviti kao uniju duzi:

L=ABUBCUAC,
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CHAPTER 2. INTEGRALI Matematika 3

gde je A(0,1), B(1,2) i C(0,3). Tada je:

I:/(m+y)dr:/(x+y)dr+/(x+y)dr+/(x+y)dr.
L AB BC Ve,
Kako je
AB = {(z,y) eR2:iax=ty=t+1,0<t <1},
BC = {(z,y)eR*:z=ty=3-1,0<t<1},
AC = {(z,y)eR?:z=0,y=1t1<t<3},

vrednost datog integrala je

1 1 3

I = /(t+t+1)\/1+1dt+/(t+3—t)\/1+1dt+/t\/1+0dt
0 0 1
= 2V/243V2+4=5V2+4.

3. Izrac¢unati I = [ f(¥)dr, gde je f(¥) =z, a
L
L={(z,y) ER*:y<z+1, y<1-2 y>0}

Resenge: Sli¢no kao u prethodnim zadacima, krivu L moZemo predstaviti
kao uniju dve duzi i dela parabole, L = Ly + Lo + Ls.

Parametrizacija je sledeca:

Ll = {(:KVy)€R2:x:t>y:0771§t§1}7
Ly = {(z,y) eR?ia=ty=1-10<t<1},
Ly = {(z,y)eR*:z=ty=t+1,—-1<t<0}.

Pocetni integral je:

1

/xdr:/xerr/xerr/;rdr
L L1 Lz L3

1 1

0
/tdt+/t\/1+4t2dt+/t\/§dt
—1 0

-1

1 V2
= 6(5\/5*1) -5

4. Izradunati I = [ xydr, gde je L deo krive u preseku konusa z =
L

vx? 4+ y? i ravni z = 2, izmedu tacaka A(2,0,2) i B(—2,0,2).

Resenje: Presek datog konusa i ravni je centralna kruznica polupreénika

2:
2=+ Az=2 4yt =4nz=2
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Dakle, parametrizacija za L je:
L={(z,y,2) €R3: 2 =2cost,y = 2sint,z =2,0 <t < 7}.

U skladu sa tim, zadati integral po krivoj L se svodi na

™ ™

I= /xydr = 4/costsint\/ 4sin?t 4 4 cos? tdt = 4/sin(2t)dt =0.

L 0 0

5. Izra¢unati duZinu dela cikloide

L= {(m,y) €R?*: x =2(t —sint), y = 2(1 — cost), t € E,w”

Resenje: Duzina luka L jednaka je integralu skalarne funkcije f(7) = 1 po

krivoj L :
Al = /dr.

L

Kako je #(t) = 2(1 — cost) 1 y(t) = 2sint, dobijamo

Al:/\/4(1fcost)2+4sin2 tdtzzx/ﬁ/mdt

2
/ t
:2\/5/ 2 sin? 56115:2\/6/

=46

2
t
in—|dt
sm2’

sinudu = —4v/6 cos uli—_2 = 4/3.

ISETCE)

Md\w\:

Napomena: Pri resavanju integrala koristili smo poznatu trigonometrijsku

. 2t _ l—cost e . . . N + .
vezu za polovinu ugla sin® § = =5+, kao i ¢injenicu da je sin 5 pozitivan

na intervalu integracije pa smo se lako oslobodili apsolutne vrednosti.
6. Izracunati duzinu dela cilindriéne zavojnice
L={(z,y,2) € R®: 2 =3cost,y = 3sint,z = 2t,0 < t < 47}.

Resengje:

47 47
Al = /drz /\/951n2t+9coszt+4dt=\/E/dtzél\/ﬁw.
L 0 0
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7. Izracunati integral I = [ (x?y—2y)dr, gde je A(2,5) i B(1,—1).
AB
Resenje: Parametarske jednacine prave kroz tacke A i B su:

acfl_erl_t
16

Zatatku A jet = 1, dok za tacku B imamo da je t = 0. Dakle, parametrizacija
date duzi je

AB={(z,y) eR?*:z=t+1,y=6t—1,0<t<1}.

Kako je, ©(t) = 11 y(t) = 6 traZeni integral je:

I:/(m2y72y)dr

AB
1.
= /(t2 + 2t — 1)(6t — 1)V/1 + 36dt
0

1
= \/ﬁ/(b‘t?’ + 1182 — 8t + 1)dt
0

=U13vET

tt 2 12
= V37 (6= +11= — 8= +1t
4 3 72 o 6

8. Izracunati integral I = [ (xz — y)dr, duz polukruznice
L

L:{(w,y)ERZ::E2+(y—1)2:4,:BEO}.

Resenje: Kriva po kojoj integralimo je polukruznica sa centrom u C(0,1)
poluprecnika dva. Parametrizacija je:

L:{(I,y)€R2:x:2cost, y =1+ 2sint, —g§t< E}

-2
Kako je @(t) = —2sint i y(t) = 2cost, vrednost trazenog integrala je:
5
I= /(x —y)dr = / (2cost — 1 — 2sint) v/ 4sin? t + 4 cos? tdt
L -3

s

=2 (2sint — ¢ +2cost)|,_% , =8 — 2.

9. Naéi masu i centar mase Zice

L ={(x,y,2) ER®: = =e'cost,y =e'sint,z =e’, 0 <t <5},
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ako je p(z,y,2) = m gustina Zice u tacéki (z,y, z) € L.

Regenje: Kako je @(t) = e'(cost —sint), y(t) = e'(cost+sint) i 2(t) = €,

masa je:
m= [ u(F)dr
L
/ 1
= e2t((cost —sint)? + (cost + sint)2 + 1)dt
/e2t(cos2t+sin2t+1)\/ (( VP ) )

Koordinate centra mase T'(xr, yr, 2r) su

1
Ty = */xu(l’ayaz)dr
m
L
9 5 5 \/g 5 5 5
= ﬁe:— 1 /Teftet costdt = 656_ 1 /costdt = 656_ sin 5.
0 0
1
v = — [yulz,y,z)dr
m
L
2 & ] V3
= — ,e /—eftetsintdt
V3ed -1/ 2
0
5 2 5
= 6567 T /sintdt = 6567 1(1 — cosb).
0
1
2z = — [ zp(x,y, 2)dr
m
L
5 5
2 5 5 5
- 767/@@—%%: ¢ /dt:&.
V3ed—1 2 e’ —1 e’ —1
0 0
10. Izradunati integral vektorske funkcije I = [ ﬁ(f")di", ako je

. AB
F(r) = (z,2y), A(2,-3) i B(4,2).

Resenge: Da bismo uveli parametrizaciju trazimo jednacinu prave, y =
kx 4+ n, kojoj pripadaju tacke Ai B :

—3=2k4+n N 2=4k+n & k=

IR
>
3

Il
|
s
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Onda je parametrizacija vektora @ :
5
ﬁ:{(x’y)ER2$:t> yzit_Sa 2§t§4}7

odakle je dalje dx = dt i dy = %dt. Pocetni integral vektorske funkcije
sada postaje odredjeni integral po parametru ¢:

4 4
I:/(%Qy)-(dx,dy):/xd:c+2ydy:/tdt+/2(gt—8> gdt
2 2

L L
4

27 27
= t—40 ) dt == [ =% — 40t
2

11. Izra¢unati I = [ (y, 0)d7, ako je elipsa
L

t=4
=1
t=2

wz y2
L= R?Z: —+>—=1
{(m,y)e 25+ }

negativno orijentisana.

Resenge: 1z parametrizacije elipse

L= {(x7y) € R? :gzcost,%:sintﬁgtg%r}

sledi dr = —bHsintdt i dy = 6 costdt. Kako je smer integracije negativan
(smer kretanja kazaljke na satu) dobijamo

0
I'= /(Z/a 0) - (dz,dy) = /ydm—!—Ody = /65int(—5sint)dt

L L 27
0 0 1 9
—_ Q t
- —30/51112 tdt = —30/%()&
27 27

27

27
= 15/dt - 15/cos(2t)dt = 307.
0 0
12. Izradunati I = [ (y + 3,2z — 1)d7, duZ dela parabole y = 1 — 22
L
u smeru kretanja od tacke A(1,0) do B(0,1).

Resenje: Parametrizacija date krive je

L={(z,y) eR?:y=1-2% 2 €[0,1]}.
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13.

14.

Za datu orijentaciju, integral je

~
Il

/(y+32771 (dz,dy) = /y+3d7:+ (2z — 1)dy

0 0
10
/ (22 — 1)( / —5:L'2+21'))d1’:—§.
1 1

Izradunati rad polja F(7) = (zy, —3) duz dela kruznice

L={(z,y) eR*: 2% +y* =2}

od tac¢ke A(1,1) do tacke B(—1,1), u pozitivhom smeru.

Resengje: Kako je kriva po kojoj integralimo deo kruZnice, parametrizacija
je:

3
L= {(x,y) eR?: 2 =+2cost, y=+2sint, t € [g7zﬂ}},

odakle je dz = —v/2sintdt, dy = v/2 cos tdt.
Rad datog vektorskog polja je

A= /f(f’)d?z /:I:ydx — 3dy

L L

b i
= 72\/§/Sin2 t costdt — 3\/§/COS tdt = 0.

Napomena: Jedan od prethodnih integrala je tabli¢ni, a drugi se moze
reSiti smenom u = sint.

Izra¢unati cirkulaciju polja ﬁ(F’) = (zy,x + y) po pozitivno ori-

jentisanoj konturi L koju obrazuju prave y = 0, = 1 i kriva
2

y = z=.

Resenge: U ovom slucaju krivu L predstaviéemo kao uniju tri krive

L=L,ULyULs,

gde je
L = {(zy) eR:z=ty=00<t<1},
Ly = {(zy)eR:z=1y=10<t<1},
Ly = {(z,y) R :o=ty=10<t <1}
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Za svaku od krivih pojedinac¢no uvodimo parametrizaciju i ra¢unamo in-

tegral:
L = /:cydx +(x+y)dy=0,
Ly
1
3
I, = /xydx+(x+y)dy:/(1+t)dt: 2
Lo 0
/ 17
I; = /acydm+ (x+y)dy = /(31,‘3 + 2t%)dt = 1
Ls 1

Sada je cirkulacija polja F jednaka:
- 1
c = ]{F(ﬂd?z / xydm—i—(x—l—y)dy:ﬁ.
L LiULoUL;

15. Koristeéi Green-ovu formulu izracunati

I= fﬂcydw + (z + y)dy,

po pozitivno orijentisanoj konturi L koju obrazuju prave y =

0,z = 1 i kriva y = x2.

Resengje: Primetimo da je kontura L rub oblasti D :
D={(z,y) eER*:0<x<1,0<y < 2?}.
Prema formuli Grina, za P = zy i Q = = + y, dobijamo

I—// « — Py)dxdy

2

1 [ 2? 1 y==z
:/ /(l—xdy das—/ Yy — xy) dx
0 \0 0 y=0
1
. 1
2 3
= —dr = —.
/(x z”)dx 13
0

16. Koristeéi Green-ovu formulu izrac¢unati

I = 7{2(1’2 + yz)d:L' + (z + y)2dy
L
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ako je L pozitivno orijentisan rub trougla AABC ¢&ija su temena
A(1,1),B(2,2) i C(1,3).
Resenje: Trougao AABC je geometrijsko mesto sledeéeg skupa tacaka:

D:{(m,y)€R2:1§x§2,x§y§4—x}.
Primetimo iz postavke zadatka da, za P = 2(2% +32) i Q = (v +y)?, vazi
Py=4y i Qu=2x+2y.

Primenjujuéi Green-ovu formulu dobijamo:

I= ]{2(1‘2 +yH)dx + (z + y)’dy = //(21 + 2y — 4y)dzdy
D

L
2 fd4—z 2 y=i-=
Y2
=/ /(2x72y)dy dm=2/<xyf§> dz
1 T 1 -
2 3 2 r=2 4
:2/(—2x2+8m—8)dx:2 2T 48T g =—c.
302 3
1

17. Koristeéi Green-ovu formulu izracunati

I=]{ — y3dx + x3dy
L

ako je L pozitivno orijentisan rub oblasti

D= {(z,y) €R?:2” + y* <4, 0<y < V3a}.

Resenje: Za P = —y% i Q = 2® sledi
P,=-3 i Q,=32"

Primenjujuéi formulu Green-a dobijamo:

I= //(31:2 + 3y?)dxdy.
D

Kako je oblast D ise¢ak kruga poluprecnika 2, uveséemo smenu

T = pCcos

s
‘ €02, 0 € [0,7}.
y = peing p€0,2],¢ 3

Sada se integral I svodi na:
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18. Izrac¢unati I = fﬁ(?)d?'"', ako je F('F’) = (y, z, ) putanja
L

L={(z,9,2) ER®: 2’ +y* =4, x+y+2=14}
pozitivno orijentisana posmatrano sa pozitivnog dela z-ose.

Resenge: Parametrizacija date krive je

L={(z,y,2) €R3: 2 =2cost,y = 2sint, 2 = 4—2cost—2sint,t € [0, 27]}.

Odatle je
dx(t) = @(t)dt = (4 —2cost —2sint)dt
dy(t) = g(t)dt = (2cost)dt
dz(t) = Z(t)dt = (2sint — 2cost)dt

Zadati integral vektorske funkcije je sada

I = /ﬁ(F(t))dF(t) :/(y(t)vz(t)w(t))'(dx(t),dy(t)vdz(t))

L L
2m
= /(2 sint(—2sint) 4+ (4 — 2 cost — 2sint)2 cost
0
+2cost(2sint — 2cost))dt
27

= /(—4 —4cos?t)dt = —12m.
0

Popraviti regenje!

19. Izracunati I = f:z:yd:c + yzdy + rzdz, gde je putanja
L

L={(zx,y,2) ER3: x> +9y> + 22 =4, x —y + 2 =0}
pozitivno orijentisana ako se posmatra sa pozitivnog dela y-ose.

Resenge: Primetimo da krivu L moZemo opisati na drugi nacin, koristeéi
ekvivalentan sisten jednacina:

L = {(z,9,2) R : 2’ + (x+2)2+2° =4, y =2 +2}

{(z,y,2) eR®: 2(x +1)* +2° =2, y =2 + 2}
2
B {(m7y’Z>ER3:(w+1>2+%:1, y:x+2}.
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20.

Jedna parametrizacija date krive je
z

V2

L={(z,y,2) ER3:2+1=rcosp, =sinp,y =cosp + 1,9 € [0, 27]}.

Odatle je
2m
I = /((coscp —1)(cos @ + 1)(—sin @) — (cosp + 1)v/2sin’ ¢
0

+(cos p — 1)2sin ¢ cos p)dp

Dovrsiti ovaj zadatak.
Odrediti potencijal f = f(7) vektorskog polja f(F) = (2zy, z2,1)
a zatim izracunati
I= / F(7)dF,
(AB)
gde je A(1,-1,2) i B(2,1,3).
Resengje: Neka je
P=2y Q=2> R=1

Kako je
Py:Qz:2$7 P, =R, =0, szRy=O

i funkcije P,Q, R, Py, P,,Q4,Q, Ry, Ry su neprekidne u R3 mozemo za-
kljuciti da postoji funkcija f sa osobinom F= Vf tj. takva da je

fe=22y fy,=2> f.=1 (2.1)
Ako prvu jednacinu iz (2.1) integralimo po z, dobijamo
f= /2wydw + oy, 2) = 2%y + ¢(y, 2).

Sada ¢emo odrediti izvod dobijene funkcije f po promenljivoj y:

5= a%(:ﬁy T o(y,2) = 2% + (0 (4. 2)),

i izjednaci¢emo ga sa drugom jednéinom iz (2.1), odakle zakljuujemo da
je (p(y, 2))y = 0, 8to implicira da je ¢(y,z) = ¥(2). Sad je

f=2+v(z). (2.2)

Dalje odredujemo izvod funkcije f iz (2.2) po promenljivoj z:

fo = (@) () =¥ (2).
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21.

Izjednacavanjem sa tre’om jednac¢inom iz (2.1) dobijamo

P'(2) = 1= () :/dz:z+C’.
Konaéno funkcija f je

fla,y,2) =2’y +2+C.

Dok smo trazili funkciju f pokazali smo i da je integral nezavisan od
putanje integracije, Sto dalje implicira:

I= / 2aydx + xidy + dz = / df = f(B) — f(A) =6.

(AB) (AB)

Izrac¢unati

Tz Yz
I= dx + dy + x2 + y2dz
/ /22 + y2 /22 + y2 Y Y ’

(AB)

gde je A(0,1,2) i B(1,2,4).
Resenje: Neka je

_ xrz _ Yz _
P T TV

Kako je Py = Q. i P, = R, i Q. = R, dati integral ne zavisi od putanje
integracije, ve¢ samo od izbora pocetne i krajnje tacke integracije.

Za krivu ¢emo izabrati uniju tri vektora ACUCDU ﬁ, gde je A(0,1,2),
C(0,1,4), D(0,2,4) i B(1,2,4). Parametarske jednacine datih vektora su

AC = {(z,y,2)eR3:2=0,y=1,2=1t,tc[2,4]},
CD = {(z,y,2)€ER¥:2=0,y=t,z=4,t€cl,2]},
DB = {(z,y,2)eR3:x=t,y=2,2=4,tc[0,1]}.

Za datu parametrizaciju je

4 2 1
2
I = /dt+/4dt+/ L gt —6+2v5.
2 1 0

Vit +4

Proveriti i korigovati resenje!
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