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0.1 Nehomogene linearne jednacine viseg reda =

sa konstantnim koeficijentima .
U ovom odeljku posmatra¢emo diferencijalne jednacine oblika
Y™ + a1y ™Y + agy™ P + L+ a4y = f(a), (1) L(\: EU‘T’?
gde su aq,as, ..., a, konstante, a funkcija f(z) razlicita od nule. Sledeca teo-

rema odreduje oblik opsteg resenja ove diferencijalne jednacine.

Teorema 1 Neka je y,(z) jedno partikularno resenje nehomogene line-
arne jednacine n-tog reda (1), a

yh(l') = Clyl(x) + 02y2<x) +oeee Cnyn(‘%)
opste resenje odgovarajuce homogene jednacine
™+ a4 ay "+ 4,y = 0.

Tada je
y(@) = ya(®) + yp(z) (2)

opste resenje nehomogene jednacine (1).

Dokaz. Prvo pokazimo da je y(z) = yu(z) + y,(z) resenje nehomogene jed-
nacine (1). Po pretpostavci, y, je resenje jednacine (1), tj. vazi

(n=2) 4+ anyy = f(x). (3)

y;(;n) +ayl Y+ asy,

p
Funkcija y;, zadovoljava ogovaraju¢u homogenu jednacinu, odnosno

(n) (n—1)

n—2
Yp T aryy (n=2)

+ a2y, + ...+ anlyYn = 0. (4)

Sabiranjem jednacina (3) i (4) dobijamo
(i + )™ + ar(yn + )"V o+ anlyn + ) = f(2),

sto dokazuje da je funkcija (2) resenje nehomogene jednacine (1). Treba jos
pokazati da je ono i opste reSenje, tj. da za svaki pocetni uslov moguce je odre-
diti odgovarajuée konstante C; = Cg,Cy = Cyy, ..., C,, = C). Posmatrajmo
sledeé¢i pocetni uslov

y(l'()) = A07 y,(l'o) = Alv s 7y(n_1)<m0) = An—lv
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gde je xz( proizvoljna tacka iz oblasti resenja, a Ag, A1, ..., A,_1 su dati realni
brojevi. Ako funkciju y(z) pisemo u obliku (2), odnosno u obliku

y(r) = Cry1(x) + Caya(z) + - + Coyn() + yp(2),

onda pocetni uslov mozemo napisati u obliku linearnog sistema jednacina

Ciy(wo) +  Coya(xo) +...+ n
Ciyi(xo) + Coyslze) +...+ Cuyn(ze) =A1—y,(w0)

Cryl™ ™ (o) + Cop" ™V (0) + . . . + Col" D (0) = Any — 4" (o).

Nepoznate ovog sistema su C4,Cl,...,C,. Determinata Dg ovog sistema je
Vronskijeva determinanta u x( sastavljena od funkcija yq, ys, . . . , Yn, koja pred-
stavljaju linearno nezavisna resenja homogene diferencijalne jednacine. Na
osnovu teoreme ?7 sledi da je Dg = W(xg) # 0, odnosno linerani sistem
(5) je odreden, a to znaci da trazeno jedinstveno resenje postoji

(C1,Cy,...,C) = (Cp,Cop, ..., Crp). O

U nekim zadacima je pogodno nehomogeni trati u obliku zbira
dve funkcije (ili vise funkcija), dakle u obliky/ f(x) = fi(x) + fo(x).)Ovaj slucaj
je razmatran u sledecoj teoremi.

Teorema 2 Neka su yp1 i Yp2 partikularna resenja diferencijalnih jednacina

y™ 4+ a1y Y 4 a4 4 ay = filz) i
Y™+ ary™ )+ agy™ D 4t any = folx),
respektivno. Tada jepartikulamo resenje diferencijalne jednacine
Y™+ a1y Y 4 agy " £ 4 any = fi(x) + folx). (6)
Dokaz. Na osnovu pretpostavke teoreme za funkcije y,; i y,2 mozemo pisati
yp + aryfi

n n—1 n—2
?l;(oz) + aly](ﬁ ) + agy](ﬁ ) + .ot anype = fo(x).

+ agyl(fffz) + .ot anyp = fi(x) i

Sabiranjem ove dve jednacine, dobijamo

(ypl + yp2)(n) + ay (ypl + yp2)(n71) +.. o+ an(ypl + yp2) =fi (:L’) =+ f2(5c)7

sto je dokaz da je y,1 + y,2 partikularno resenje diferencijalne jednacine (6). O
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0.1.] Metod jednakih koeficijenata (x)

Teorema 1 odreduje opste resenje nehomogene jednacine sa konstantnim
koeficijentima (1) u obliku y = y;, + y,. Funkcija y;, je opste resenje odgovara-
juée homogene jednacine (kada je f(x) = 0), koje mozemo odrediti na nacin
koji je opisan u odeljku ??. Ostaje da odredimo jedno partikularno resenje ne-
homogene jednacine y,. To ¢emo uciniti metodom jednakih koeficijenata,
koji se ponekad naziva i metod uporedivanja. Ovaj metod se primenjuje u
slucéaju kada je nehomogeni deo (funkcija ,jl:i» na desnoj strani jednacine (1)
odredenog oblika - tipska funkcija.

Posmatrajmo linearnu nehomogenu jednacinu sa konstantnim koeficijenti-
ma oblika

Y™+ ay™ Y L any = fz) = [P, (z) cos Bz + Qu(x)sin fz], (7)
gde su ay,as,...,a, i a, § realni brojevi, a P,(z) i Q,,(z) polinomi n-tog,
odnosno m-tog stepena. Pretpostavimo da bar jedan od polinoma P, (x) ili
Qm(z) razlicit od nula polinoma.

Partikularno resenje nehomogene jednacine (7) trazimo u slede¢em obliku

yp = 2°e*[Ry(x) cos fx + Si(z) sin fx],

gde su R;(z) i S;(z) polinomi stepena I, pri cemu je | = max{n, m}. Prirodan
broj s je visestrukost korena « + (57 u karakteristicnoj jednacini odgovarajuce
homogene jednacine

N+ g A 4 a N+ +a, = 0. (8)

Ako « + (i nije koren karateristicne jednacine (8), onda uzimamo da je s = 0.
Dokaz da y, zaista ima oblik partikularnog resenja ¢italac moze da nade u [?].

Koeficijente nepoznatih polinoma R;(x) i S;(x) odredujemo ubacivanjem y,
i odgovarajucih izvoda (y,, 4y, -, z(;")) u datu jednacinu (7). Izjednacavanjem
nepoznatih koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x sa leve i desne strane
jednacine dolazimo do linearnog sistema jednacina. ReSavanjem ovog sistema
odredujemo koeficijente polinoma R;(x) i Si(x), odnosno trazeno partikularno

resenje yp.
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‘7 @ Metod varijacija konstanti
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Varijacija konstanti je metod za resavanje linearnih nehomogenih jed-
nacina viseg reda, medutim ovde se ne zahteva da koeficijenti budu konstante.
Posmatra¢emo linearnu jednacinu n-tog reda oblika

y™ 4 a4y ()" + ax(2)y" D 4 F ana (@)Y F an()y = f(z), (9

~—

gde su f(x) i koeficijenti aq(z), as(x),. .., a,(x) neprekidne funkcije nad inter-
valom D € R. Takode, za razliku od prethodnih razmatranja (metod jednakih
koeficijenata), ovde ne¢emo zahtevati da funkcija f(x) ima specijalan (tipski)
oblik. To znaci da ovaj metod moze da obuhvati mnogo siru klasu diferencijal-
nih jednacina u odnosu na metod jednakih koeficijenata.

Pretpostavimo da su y;(z),y2(x), ..., y,(x) linearno nezavisna resenja od-
govarajuc¢e homogene jednacine ("é] = 91+C2 La_,_'t
Y™+ ay(2)y" Y + ay(@)y™ P + L F a1 (2)y + an(z)y = 0. (10)

Glavna ideja je da opste reSenje polazne nehomogene jednacine trazimo u obli-

u

y = Ci(@)y(x) + Co(x)ya(x) + .. + Co(2)yn(2),

gdesu Cy(x), Cs(z), . . ., Cn(x) sada nepoznate funkcije;
u daljem postupku. Ovde se radi o n funkcija za ¢ije odredivanje ¢emo traziti
n uslova, odnosno jednacina. U nastavku ¢emo opisati kako dolazimo do tih n
uslova, odnosno do sistema od n jednacina za odredivanje nepoznatih funkcija
Ci(x),Ca(z),...,Chlx).

Nalazenjem prvog izvoda funkcije y u (11) i malim grupisanjem ¢lanova
dobijamo

Y = (Cly1 + Coya + ... + Chyp) + Cryy + Coys + ... + Cry,.

Za prvi uslov za odredivanje funkcija Cy(z),Cy(x),...,Cy(z) uzeéemo da je
izraz u zagradi jednak nuli, tj.

Ciyn +Coya + ...+ Cly, = 0. (12)
Sada je v’ = Ciy; +Coybh+. ..+ Cpy.,, odnosno za drugi izvod resenja dobijamo

y' = (Clyi + Coya+ ...+ Cry,,) + Cryl + Coyy + ...+ Cry,.

<
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Sli¢no kao u slu¢aju prvog izvoda 1/, izjednacavanjem izraza u zagradi sa nulom
dolazimo do drugog uslova

Ciyy +Coyy+ ...+ Clyl, =0, (13)

a za drugi zvod resenja Ce vaziti da je ¢y’ = Chy] + Coyly + ... + Cpy. Nasta-
vljajuéi ovaj postupak, dolazimo da (n — 1)-og izvoda

y D = (O Oy Oy Oy o 4+ Cy
odnosno do odgovarajuceg uslova
Cryl ™ + Chys™™ + .+ Oy =0, (14)

sto konaéno daje y™ 1) = Oy (n=1) —l—Czyz Vi +Cy Y. Odavde dobijamo
n-ti izvod reSenja

g™ = (Ol 4 Oy b Oy 4 O™+ Ol L+ Cy ™.

Ako sada ponovo izjednac¢imo izraz u zagradi sa nulom, dobi¢emo homoge-
ni linearni sistem sa n jednaéina i sa nepoznatama C',C}, ... C!  ¢ije bi
resenje bilo trivijalno, tj. (C7,C%,...,C!) = (0,0,...,0). To bi znacilo da
su funkcije Cy(z),Co(x),...,Cph(x) konstante, sto ne bi dovelo do trazenog
reSenja nehomogene jednacine (9), jer prema teoremi ?? time bi dobili opste
reSenje homogene jednacine. Dakle, n-ti uslov ¢éemo odrediti na drugaciji nacin.
Uvrstavanjem funkcija y,v', y", ..., y™ u polaznu nehomogenu jednacinu (9),
i uz grupisanje ¢lanova koje sadrze C4,Cs, ..., C,, dobijamo
-
Cr (1" + ar(@)y" ™" + aa(@)y" ™ 4+ an(@)yn ) +
Coy ?Jén) +ay (x)yén_l) + a2($)y§n Db+ an xr—% +
: _ D (15)
C, (y%”) +ay()yn' )+a ( Y+ +an(:c)yn) +

Cry" ™ 4 Oy 4 Oy b _ = f(2).

Iz pretpostavke da su funkcije y1,ys, . . ., ¥, reSenja homogene jednacine (10),
sledi da su svi izrazi u zagradama jednaki nuli, odnosno jednacina (15) se svodi
na sledeci oblik

> T+ Chyy T L Oy = (), (16)

7
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Sto predstavlja trazeni n-ti uslov.
Sada mozemo da napisemo dobijene uslove (12), (13), (14) i (16)

Clyp + Chys +...+ Cly, =0 M

C’ly1 + Chyy +...+ C;lyjl =0
: : : : (17)
' (n 2) ' ' (n 2) _
Ciyy +02y2 —I— .+ CLyn ) =0
n—1) n—1)
Clyl™ + e 4+ i = f@) |
—
sto ¢e formirati linerani sistem od n jednacina sa n nepoznatih C,C, ... C’.
Nije tesko videti da je determinanta ovog sistema Dg Vronskijeva determinanta
W sastavljena od linerano nezavisnih resenja 41, ¥2, . . . , ¥, homogene jednacine.

U tom slucaju je Vronskijeva determinanta razlicita od nule nad intervalom
D, tj. Dg = W # 0, a to znadi da je sistem (17) odreden. Dakle, postoje
jedinstveno odredene funkcije

odnosno, dobili smo n diferencijalnih jednacina koje razdvajaju promenljive.
Trazene funkcije C;(x) se mogu odrediti na slede¢i nacin

> @m:/%w@+a:@m+aJ:szn

Uvrstavajuéi tako dobijene funkcije C;(x) u resenje dato u obliku (11), konacno
dobijamo trazeno opste resenje polazne nehomogene jednacine (9)

y=Ciy+ Cayp+ ...+ Crtgn + P1(2)y1 + o(2)yn + ... + P (2)yn
\

nehomogene jednacine@y = yy, + y,, videti

Imajuéi u vidu oblik opsteg Teserj
teoremu 1, zakljucujemo da je

Yn = 61?/1 +62y2 + ... +6nyn, a

Yp = P1(2)y1 + Po(2)y2 + . .. + Py (2)Yn,

gde su y;, opste reSenje odgovarajuce homogene jednacine, a ¥y, jedno partiku-
larno resenje nehomogene jednacine.
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