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Sadržaj prezentacije se oslanja na sledeću publikaciju:

Tibor Lukić, Vladimir Ilić, Ivan Prokić, Jelena -Dukić, MATEMATIKA 2 -
integralni račun i diferencijalne jednačine, knjiga u pripremi, 2021.
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0.1 Ojlerova diferencijalna jednačina

Jednačine koje ćemo razmatrati u ovom odeljku pripadaju klasi linearnih
diferencijalnih jednačina vǐseg reda sa promenljivim koeficijentima koje imaju
osobinu da se odgovarajućom smenom mogu svesti na jednačine sa konstantnim
koeficijentima.

Ojlerova diferencijalna jednačina n-tog reda je oblika

(ax+ b)ny(n)(x) + A1(ax+ b)n−1y(n−1)(x) + . . .+ Any(x) = f(x), (1)

gde su a 6= 0, b i A1, A2, . . . , An realni koeficijenti. Primetimo da je stepen
linearnog člana ax+ b jednak redu izvoda ispred koga stoji.

Posmatrajmo smenu

ax+ b = et ⇔ t = ln(ax+ b),

gde je t nova promenljiva. Cilj nam je da datu jednačinu (1) napǐsemo u funkciji
od nove promenljive t. Najpre ćemo izraziti izvode od y po t-u:

y′(x) =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

= y′t
a

ax+ b
= ae−ty′t,

y′′(x) =
dy′

dx
=
dy′

dt
· dt
dx

=
d

dt

(
ae−ty′t

) a

ax+ b
= (y′′t e

−ta− y′te−ta)e−ta,

odnosno
y′′(x) = a2e−2t(y′′t − y′t),

slično dobijamo i

y′′′(x) =
dy′′

dx
=
dy′′

dt
· dt
dx

= a3e−3t(y′′′t − 3y′′t + 2y′t).

Postupak za odred̄ivanje ostalih izvoda yIV , yV , . . . , y(n) se može nastaviti na
sličan način. Kada u Ojlerovu diferencijalnu jednačinu (1) uvrstimo dobijene
izvode y′, y′′, . . . , y(n) dobićemo linearnu diferencijalnu jednačinu sa konstant-
nim koeficijentima u odnosu na novu promenljivu t. Takva jednačina se dalje
može rešiti na način opisan u odeljku ??. Primetimo da bi bilo ispravnije uvesti
novu oznaku φ za označavanje funkcije posle uvod̄enja smene

y(x) = y

(
et − b
a

)
= φ(t),

med̄utim, zbog jednostavnijeg zapisa, umesto φ(t) pǐsemo y(t) ili samo y.
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Primer 1 Naći opšte rešenje diferencijalne jednačine

x2y′′ − 4xy′ + 6y = x.

Diferencijalna jednačina je Ojlerovog tipa (a = 1, b = 0), zato uvodimo smenu
x = et. Tada imamo da je

y′ = y′te
−t i y′′ = (y′′t − y′t) e−2t,

što zamenjeno u polaznu jednačinu daje

y′′t − 5y′t + 6y = et, (2)

što predstavlja linearnu jednačinu sa konstantnim koeficijentima čije je opšte
rešenje u obliku y = yh + yp. Koreni odgovarajuće karakteristične jednačine
λ2 − 5λ+ 6 = 0 su λ1 = 2 i λ2 = 3, pa je

yh = C1e
2t + C2e

3t.

Partikularno rešenje tražimo u obliku yp = Aet, što zamenjeno u jednačinu (2)
daje

Aet − 5Aet + 6Aet = et,

odnosno A = 1
2

i yp = 1
2
et. Opšte rešenje (pomoćne) jednačine (2) je oblika

y = C1e
2t + C2e

3t +
1

2
et,

a vraćanjem smene x = et dobijamo traženo rešenje polazne jednačine

y(x) = C1x
2 + C2x

3 +
1

2
.
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0.2 Primeri za primenu diferencijalnih jednačina

Primer 2 (Trenutna brzina tela u slobodnom padu) Telo mase m slo-
bodno pada pod dejstvom gravitacione sile, savladajući otpor vazduha. Odrediti
trenutnu brzinu tela v(t), gde t označava vreme. Znamo da je v(0) = 0.
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Primer 3 U donjem delu velikog rezervoara ima 100l vodenog rastvroa od 10kg
soli. Voda utiče u rezervoar brzinom od 3l u minuti, a rastvor iz njega ističe
brzinom od 2l u minuti, pri čemu se mešanjem održava jednaka koncentracija.
Koliko soli će biti u rezervoaru po isteku jednog sata?
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