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Glava 1

Neodred̄eni integral

1.1 Definicija neodred̄enog integrala

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu realne ose. Za funkci-
ju F (x), koja je diferencijabilna na tom intervalu, kažemo da je primitivna
funkcija za funkciju f(x), ako važi da je

F ′(x) = f(x),

za svako x iz posmatranog intervala. Primitivna funkcija nije jednistvena, jer
uvek važi

(F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x), gde je C ∈ R priozvoljna konstanta.

Dakle, funkcije oblika F (x) + C su primitivne za istu funkciju f(x). Sa druge
strane, ako su F1(x) i F2(x) dve različite primitivne funkcije za f(x) na istom
intervalu, tada možemo pisati

(F1(x)− F2(x))′ = F ′1(x)− F ′2(x) = f(x)− f(x) = 0,

što znači da je

F1(x)− F2(x) = C.

Drugim rečima, dve primitivne funkcije za istu funkciju mogu se razlikovati
samo za konstantu. To znači da ako znamo jednu primitvnu funkcije neke
funkcije, ostale možemo dobiti dodavanjem odgovarajuće konstante.
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Definicija 1 Neodred̄eni integral funkcije f(x) na nekom intervalu je skup
svih primitivnih funkcija funkcije f(x) na tom intervalu. Tada neodred̄eni in-
tegral obeležavamo sa

∫
f(x) dx i pǐsemo∫

f(x) dx = F (x) + C,

gde je F (x) jedna primitivna funckija za f(x) na posmatranom intervalu, a
C ∈ R je integraciona konstanta. Funkcija f(x) naziva se podintegralna
funkcija.

Postupak odred̄ivanja neodred̄enog integrala zovemo integracija. Može se
pokazati da za svaku neprekidnu funkciju nad nekim intervalom [a, b] postoji
primitvna funkcija na intervalu [a, b], odnosno postoji neodred̄eni integral na
tom intervalu.

Napomenimo da nije uvek moguće izraziti primitivnu funkciju neprekidne
funkcije, iako se zna da ona postoji. Kao primer, navodimo nekoliko takvih
integrala ∫

e−x
2

dx,

∫
sinx

x
dx,

∫
dx

lnx
dx,

∫
ex

2

x
dx.

1.2 Osobine neodred̄enog integrala

Sledeće osobine proizlaze iz definicije odred̄enog integrala i mogu se lako
dokazati.

1.
(∫

f(x) dx
)′

= f(x),

2.
∫
F ′(x) dx = F (x) + C,

3.
∫
αf(x) dx = α

∫
f(x) dx, α ∈ R,

4.
∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx.

1.3 Tablica integrala

Oslanjajući se na tablicu izvoda ili neposrednom proverom, lako se mogu
dokazati sledći tablični integrali.
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1.
∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C, α 6= 0,

2.
∫

dx
x

= ln |x|+ C,

3.
∫

sinx dx = − cosx+ C,

4.
∫

cosx dx = sinx+ C,

5.
∫

dx
cos2 x

dx = tg x+ C, x 6= π
2

+ kπ, k ∈ Z,

6.
∫

dx
sin2 x

dx = ctg x+ C, x 6= kπ, k ∈ Z,

7.
∫
ax dx = ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1

8.
∫
ex dx = ex + C,

9.
∫

dx
x2+a2

dx = 1
a

arctg x
a

+ C = − 1
a

arcctg x
a

+ C, a 6= 0,

10.
∫

dx√
a2−x2 dx = arcsin x

a
+ C = − arccos x

a
+ C, |x| ≤ a,

11.
∫

dx√
x2±a2 dx = ln |x+

√
x2 ± a2|+ C, a ∈ R, x2 − a2 > 0.

1.4 Integracija pomoću smene

Jedna od najvažnijih metoda kojom se neodred̄eni integral može svesti na
neki tablični integral je metoda smene. Sledeća teorema opisuje način uvod̄enja
smene promenljive u neodred̄eni integral.

Teorema 1 Neka je ϕ(t) funckja koja na nekom intervalu [a, b] ima nepre-
kidan prvi izvod i važi da je ϕ′(t) 6= 0 za svako x ∈ [a, b]. Tada za smenu
x = ϕ(t), na posmatranom intervalu važi∫

f(x) dx =

∫
f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt. (1.1)

Dokaz. Tražeći izvod desne strane relacije (1.1) dobijamo

d

dx

∫
f(ϕ(t)) ·ϕ′(t) dt =

d

dt

(∫
f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt

)
· dt
dx

= f(ϕ(t)) ·ϕ′(t) · 1

ϕ′(t)
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= f(ϕ(t)) = f(x).

Dakle, dobili smo da je izvod desne strane formule (1.1) f(x), što odgovara
izvodu neodred̄enog integrala sa leve strane relacije, što je i trebalo dokazati.
Napominjemo da je ovde korǐsećeno da je dt

dx
izvod inverzne funkcije t = ϕ−1(x)

koja postoji na osnovu pretpostavke da je ϕ′(t) neprekidna funkcija i različita
od nule na posmatranom intervalu [a, b], tj. ϕ′(t) je stalnog znaka, odnosno
ϕ(t) je montona. 2

1.5 Parcijalna integracija

Parcijalana interacija je često korǐsćeni metod za svod̄enje netabličnih in-
tegrala na tablične.

Pretpostavimo da su funkcije u(x) i v(x) diferencijabilne funkcije na inter-
valu (a, b). Na osnovu pravila za izvod proizvoda dve funkcije, sledi

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

odnosno
(u(x)v(x))′ dx = u′(x)v(x) dx+ u(x)v′(x) dx.

Integracijom leve i desne strane ove jednakosti, dobijamo∫
(u(x)v(x))′ dx =

∫
u′(x)v(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx.

Na osnovu osobine 2 nedored̄enog integrala, sledi

u(x)v(x) =

∫
u′(x)v(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx,

što daje formulu za parcijalnu integraciju∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx.

Ako koristimo oznake v′(x) dx = dv i u′(x) dx = du, dolazimo do kompaktnijeg
zapisa formule za parcijalnu integraciju∫

u dv = uv −
∫
v du.
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1.6 Primeri

1.6.1 Osobine neodred̄enog integrala

1. Rešiti sledeće integrale:

(a)

∫
(6x2 + 8x+ 3) dx.

Rešenje: Koristeći osobine linearnosti neodred̄enog integrala imamo∫
(6x2 + 8x+ 3) dx =

∫
6x2 dx+

∫
8x dx+

∫
3 dx

= 6

∫
x2 dx+ 8

∫
x dx+ 3

∫
dx

= 2x3 + 4x2 + 3x+ C,

gde smo koristili tablične integrale

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+C i

∫
dx = x+C.

(b)

∫
dx
4
√
x
.

Rešenje: ∫
dx
4
√
x

=

∫
x−

1
4 dx =

x
3
4

3
4

+ C =
4

3

4
√
x3 + C.

(c)

∫
x2

1 + x2
dx.

Rešenje: Dati integral svodimo na zbir dva tablična na sledeći način∫
x2

1 + x2
dx =

∫
x2 ± 1

1 + x2
dx =

∫
x2 + 1

1 + x2
dx−

∫
1

1 + x2
dx

= x− arctg x+ C.
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1.6.2 Smena promenljivih

1. Rešiti sledeće integrale:

(a)

∫
dx

1− 2x
.

Rešenje: Dati integral svodimo na tablični uvod̄enjem smene 1−2x = t.
Koristeći smenu izražavamo dx preko dt, na sledeći način

d(1− 2x) = dt ⇒ −2dx = dt ⇒ dx = −dt
2
.

Sada vredi∫
dx

1− 2x
=

∫ −dt
2

t
= −1

2

∫
dt

t
= −1

2
ln |t|+ C = −1

2
ln |1− 2x|+ C,

gde poslednju jednakost dobijamo vraćanjem smene.

(b)

∫
sinx√

2 + cos x
dx.

Rešenje: Uvodimo smenu

2 + cos x = t ⇒ − sinx dx = dt ⇒ sinx dx = −dt.

Sada imamo∫
sinx√

2 + cos x
dx = −

∫
dt√
t

= −t
1
2

1
2

+ C = −2
√

2 + cos x+ C.

1.6.3 Parcijalna integracija

1. Rešiti sledeće integrale:

(a)

∫
xex dx.
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Rešenje: Primenjujemo metodu parcijalne inetgracije

∫
u dv = uv −∫

v du, i to za

u = x ⇒ du = dx

dv = ex dx ⇒ v =

∫
ex dx = ex,

odakle dobijamo∫
xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex + C.

(b)

∫
lnx dx.

Rešenje: Primenjujemo parcijalnu integraciju sa

u = lnx ⇒ du =
1

x
dx

dv = dx ⇒ v =

∫
dx = x,

odakle dobijamo∫
lnx dx = x lnx−

∫
x · 1

x
dx = x lnx− x+ C.
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