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Glava 1

Neodredeni integral ) i e Sy

1.1 Definicija neodredenog integrala

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu realne ose. Za funkci-
ju F(x), koja je diferencijabilna na tom intervalu, kazemo da je primitivna
funkcija za funkciju f(z), ako vazi da je

) 5 (+\ 2%

F'(x) = f(2),
E [7‘_\ 0 + C
za svako x iz posmatranog intervala. Primitivna funkcija nije jednistvena, jer

uvek vazi % ) 1
F\(\t(zx.\ =1x

(F(z) +C) = F'(z) = f(z), gdeje C €R priozvoljna konstanta.

Dakle, funkcije oblika F(z) 4+ C' su primitivne za istu funkciju f(z). Sa druge
strane, ako su Fj(x) i Fy(x) dve razli¢ite primitivne funkcije za f(x) na istom
intervalu, tada mozemo pisati

(Fi(z) — Fp(x))" = Fi(x) — F3(z) = f(z) = f(z) =0,

sto znaci da je
Drugim rec¢ima, dve primitivne funkcije za istu funkciju mogu se razlikovati

samo za konstantu. To znaci da ako znamo jednu primitvnu funkcije neke
funkcije, ostale mozemo dobiti dodavanjem odgovarajuce konstante.
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Definicija 1 Neodredeni integral funkcije f(z) na nekom intervalu je skup
svih primitivnih funkcija funkcije f(x) na tom intervalu. Tada neodredeni in-
tegral obelezavamo sa [ f(x)dx i pisemo

/ f(z)dz = F(z) + C,

gde je F(x) jedna primitivna funckija za f(x) na posmatranom intervalu, a
C € R je integraciona konstanta. Funkcija f(z) naziva se podintegralna
funkcija.

Postupak odredivanja neodredenog integrala zovemo integracija. Moze se
pokazati da za svaku neprekidnu funkciju nad nekim intervalom [a, b] postoji
primitvna funkcija na intervalu [a, b], odnosno postoji neodredeni integral na
tom intervalu.

Napomenimo da nije uvek moguce izraziti primitivnu funkciju neprekidne
funkcije, iako se zna da ona postoji. Kao primer, navodimo nekoliko takvih

integrala
2 sinx dx e’
e " dux, —-—dx, —dx, —dx.
x Inx x

1.2 Osobine neodredenog integrala

Sledeée osobine proizlaze iz definicije odredenog integrala i mogu se lako
dokazati.

L ([ f(z)de)' = f(x),

2. [F'(x)de = F(z) + C,

3. [af(x)dr=af f(z)dz, a€R,

4. [(f(2) +g(x))dz = [ f(x)dx+ [ g(x)dz.

1.3 Tablica integrala

Oslanjajuéi se na tablicu izvoda ili neposrednom proverom, lako se mogu
dokazati sled¢i tablicni integrali.
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$a+1
1. Ydr =
fx . a+1

no

fdz—len|x|+0,

w0

[sinzde = —cosz + C,

W

. [cosxdx =sinz + C,

5.

dv =tgx +C, v # 5 +knm, k € Z,

cos2

6. [-Ldv=ctgz+C, x#km, k€L,

7. [a"de={~+C,a>0,a#1

8. [e“dx=e"+C,

9. [ Zode = Larctg? +C = —LarcetgZ +C, a #0,
10. fm dx = arcsin £ + C' = —arccos £ + C, |z| < a,

11. f\/g%da::lnpf—l—\/a:?j:a?]—{—a a€R, 22 —a®>0.

1.4 Integracija pomoc¢u smene j IERYI% <|>< =

Jedna od najvaznijih metoda kojom se neodredeni integral moze svesti na
neki tabli¢ni integral je metoda smene. Sledeca teorema opisuje nacin uvodenja
smene promenljive u neodredeni integral.

Teorema 1 Neka je ¢(t) funckja koja na nekom intervalu [a,b] ima nepre-
kidan prvi izvod i vazi da je ¢'(t) # 0 za svako x € la,b]. Tada za smenu
x = @(t), na posmatranom intervalu vazi

[ t@yar= [ sew)- v (1.1)

Dokaz. Traze¢i izvod desne strane relacije (1.1) dobijamo

i [reoreoa =g ([ e doa)- 5= om0
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= fp(t) = f(x).
Dakle, dobili smo da je izvod desne strane formule (1.1) f(x), Sto odgovara
izvodu neodredenog integrala sa leve strane relacije, sto je i trebalo dokazati.
Napominjemo da je ovde koriseceno da je - 1zvod inverzne funkcije t = p~!(x)
koja postoji na osnovu pretpostavke da je <p '(t) neprekidna funkcija i razlic¢ita
od nule na posmatranom intervalu [a, b], tj. ¢'(t) je stalnog znaka, odnosno
©(t) je montona. O

1.5 Parcijalna integracija

Parcijalana interacija je cesto koris¢eni metod za svodenje netabli¢nih in-
tegrala na tablicne.

Pretpostavimo da su funkcije u(z) i v(x) diferencijabilne funkcije na inter-
valu (a,b). Na osnovu pravila za izvod proizvoda dve funkcije, sledi

(u(z)v(r)) = v'(z)o(x) + u(z)v' (),

odnosno
(w(x)v(x)) de = o' (z)v(z) dz + u(z)v'(z) dz.

Integracijom leve i desne strane ove jednakosti, dobijamo

/(u(x)v(a:))’dx = /u'(a:)v(a:) da:—l—/u(a:)v’(:c) dx.

Na osnovu osobine 2 nedoredenog integrala, sledi

w(@)o(z) = / o (2)0(z) dz + / w(@) (z) de,

sto daje formulu za parcijalnu integraciju

Ako koristimo oznake v'(x) dz = dv i v/(x) dx = du, dolazimo do kompaktnijeg
zapisa formule za parcijalnu integraciju

I‘*‘CN* /udv:uv—/vdu. ,
Pw\w me dx /-XL% -‘J/ﬁ 4y ’_’%1“7( ’&Af: ’
w = b < do=dx —;xb/\)c*Xk(_‘;SC[‘f_Z "\)
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1.6 Primeri

>

7
1.6.1 Osobine neodredenog integrala n ><3
L Resiti sledoce | J%J%—"’fc
. Resiti sledece integrale: 3
1
= (a) /(6x2+8x+3)dzp. S%A’_)\’—’—f ) =N

Resenje: Koristec¢i osobine linearnosti neodredenog integrala imamo pcl 7< )(' _I/Q
2

/(Gx +8x+3)da::/6:c2d:c—|—/Sxdx—l—/de <= 7
:6/x2dx+8/xdx+3/ dx

—

30 é‘)< =C
=22 + 42 + 32 + C, |
¢ =0
a+1
gde smo koristili tablicne integrale/wa dr = a—|—1+Ci/ dr = x+C.
- 3
dx Y 1 G L'r
(b) = )( a\y X L = = (= L %> 4
-1 A > 3
" Y C
ResSenje:
dl’ 1 ZL’% 44
— 2 = — — — 3
7z /x dx 3 +C SV +C.
x? z
(c) /1—1—332 de. —

. :J'(i*/'\
N +xr

Ay 1 {-;f'\ X =
Resenje: Dati integral svodimo na zbir dva tablicna na sledeéi nacin
[t

- ¥
241 241 1 SQ '*—TE
dr = dr = dr —
14+ 22 14 22 14 22 1—|—9z:2
=z —arctgx + C.
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1.6.2 Smena promenljivih > — 1 U—7<~L q\) S ’L7<H_*
1. Resiti sledece integrale: ——73
; —
(a) / x ' -
1 -2z
ResSenje: Dati integral svodimo na tabli¢ni uvodenjem smene 1 —2z = t.
Koristedi smenu izrazavamo dz preko dt, na slede¢i nacin
dt
d(l—2z)=dt = —2dr=dt = dx:—?.
Sada vredi
dx —4 a 1 1

gde poslednju jednakost dobijamo vra¢anjem smene.

o [ e @ Jem e b Jm -
Ax+2 =T

Resenje: Uvodimo smenu dK - 25 - — 1l
B dx = 3 =3 J“
24cosr=t = —sinzdr=di = sinx dr= —dt.
-\ )
Sada imamo = R <=t 4=
= \
1 = =5 ¢ (3x+2
sin x dt t2 | >t > el
- —==—-= = —2V2+ +C [
\/2 4+ cosx Vi % cosT
1.6.3 Parcijalna integracija . A @
1. Resiti sledece integrale: - Pein .- j an 7=
' A
(a) /xe” dz. ~ 4K = ';(d%
L e = dk
v = & dx =¥
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ResSenje: Primenjujemo metodu parcijalne inetgracije / u dv = uv —

/vdu,itoza
U = = du=dx

dv=e¢e" dr = v:/exdx:e’“",
odakle dobijamo

/ajexdm:xex—/exdx:.xex—ex+0.

(b) / Inz dz.

ResSenje: Primenjujemo parcijalnu integraciju sa

1
u =lnxr = du=—dx
T

dv= dx = v—/dx—x,

odakle dobijamo

T

1
/lnxda::xlna:—/x-—dx:a:lna:—x—i-C.
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