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0.1 Integracija trigonometrijskih funkcija

Ovaj odeljak razmatra resavanje nekoliko tipova integrala kod kojih podin-

tegralna funkcija sadrzi trigonometrijske funkcije. {\¢ \}E\,g/ j Svu’

10

20

Integral oblika
/ R (sinz, cos x) dx,

gde je podintegralna funkcija racionalna funkcija od sinx i cosx, moze
se resiti primenom opsSte trigonometrijske smene

t:tgg, 2k — 1w <2 < (2k+ )7, ke Z.

Za ovu smenu vazi da je

2dt

ZIZ’_ de —
§—arctgt — l’—m7

a funkcije sin x i cos x mozemo izrazti preko nove promenljive ¢ na sledeci
nacin
2tg 2 2t 1—tg®2 1-#2

sinx = 5T = 1 cosx

Koriste¢i predlozenu smenu i gore izvedene formule, integral tipa 1° se
svodi na integral racionalne funkcije

_ 20 1—t*\ 2dt
/R(81nx,cosx)dx:/72(1+t2, 1+t2) o :/Rl(t)dt.

Integrali oblika

(
/R(sinx) cosxdx i /R(cosx) sinx dx

smenarna

t =sinx = dt = cosx dx, odnosno t = cosx = dt = — sinz dx, respektivno,

mogu svesti na integrale racionalnih funkcija po novoj promenljivoj t.
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3% Integral oblika 5 jw C{y
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se smenom
t=tgux, —g+k7r<x<g+k7r, ke Z,

moze svesti na integral racionalne funkcije po promenljivoj ¢. Diferenci-

ranjem jednacine veze dobijamo t —__~L& ><
d dx
dt = f . (kx = —
cos’x |4 E
Medutim, cesto se koristi i veza bazirana na inverznoj funkciji y J»Q‘
. e
r = arctgt A — X+t
: v A
47 Integrali oblika = "_E__’_,_ R &
-t A+t
/Pn(m) cos frdx i /Pn(x) sin Bz dx, J\(_/
e.Lx)
gde su P,(z) polinom n-tog stepena i § € R, resavaju se uzastopnom T q,’(L‘
primenom parcijalne integracije, koja se nastvalja n puta. U svakom ko- N~ o

. . . . . o . s
raku za funkciju u se bira polinom, jer se na taj nacin stepen polinoma C
u novom integralu smanjuje za jedan. Sematski prikaz i-te parcijalne
integracije mozemo zapisati na slede¢i nacin

u= P, () — du= Py_y_1(z)dx

dv = cos frdx (sin frdr) — v = %Sin Bx (—% cos ﬁx) ,

a ¢ ¢e uzimati vrednosti od nule do n — 1. U poslednjem koraku, kada je
¢t =n — 1, polinom ¢e biti nultog stepena, ondnosno konstanta, Sto znaci
da prilikom poslednje parcijalne integracije dolazimo do integrala tipa

/sinﬁxdaz ili /cosﬁm dx,

koji se lako mogu resiti.
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0.2 "Integracija izraza sa eksponencijalnom fun
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Vazna osobina eksponencijalne funkcije e” jeste da njen oblik ostaje nepro-
menjen pod dejstvom operatora izvoda ili neodredenog integrala. Ove ¢injenice
se koriste u resavanju integrala sa eksponencijalnom funkcijom.  —
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1° Integral oblika

S1menom

t=e¢" = do= e
se svodi na integral racionalne funkcije.

20 Integral oblika

gde je P,(z) polinom n-tog stepena, reSava se uzastopnom primenom par-
cijalne integracije, koja se nastvalja n puta. U svakom koraku za funkciju
u se bira polinom, jer se na taj nacin stepen polinoma u novom integralu
smanjuje za jedan. Sematski prikaz i-te parcijalne integracije mozemo
zapisati na sledeci nacin

u= P, (r) = du= Py_y_1(x)dz

1
dv=edr = v=—e,
Q

gde Ce i uzimati vrednosti od nule do n — 1. U poslednjem koraku, kada
jet =n—1, polinom ¢e biti nultog stepena, odnosno konstanta, sto znaci
da prilikom poslednje parcijalne integracije dolazimo do integrala tipa

/ e“dx

koji se lako resava.


PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil


; : = Y cecte V
3% Integrali oblika I n?uf)l)@v}l_ N A “-

/eaw sin fx dx i/eo‘x cos frdr, o,p €R,

reSavaju se primenom parcijalne integracije, uzastopno dva puta. Poka-
zatemo to na primeru prvog integrala, drugi se resava analogno. Ako u
formuli za prvu parcijalnu integraciju za u biramo tako da bude u = e**,
dobijamo

1
I = /eo"” sin Sx dx = —Beaz cosﬁx—l—%/e‘” cos fx dx.

U drugoj parcijalnoj integraciji, ako za u ponovo biramo tako da bude
u = e**, dobi¢emo

1
I = ——e* cos fx + @

3 3 {%e‘” sin fx — %/em sin Sz da:] ,

gde je integral u uglastoj zagradi identican sa polaznim integralom. To
nam omogucava da trazeni integral I odredimo kao resenje jednacine

I = —%e‘w cos fx + % {%ew sin fx — %I} ,

Sto nam na kraju daje trazenu primitvnu funkciju

I = %52(30& (% sin Sz — cos ﬁx) :

0.3 Primeri

0.3.1 Integracija trigonometrijskih funkcija

1. Resiti sledece integrale:

. N
2 (a) /—dx R (vwmeo) = 5

2+ cosx

Resenje: Posmatrani integral je oblika [ R (sinx,cosz) pa za njegovo
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reSavanje koristimo slede¢u smenu:
tgT =t = = tg t —"A\X =1 2
- = — = arc
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=x =2 arctgt
y . 1—¢], .
Sto zajedno sa fosx = aje:
d oe dt
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2. Resiti sledece integrale:

. . ;- .. COS .. . .
Resenje: Koristedi relaciju ctg x = — posmatrani integral postaje: a\-nr ﬁt
sinx J\’K
(K A\C =

/(1 + sin2$) -ctg x dx

COS & 1+sin’z
:/(1+sm a:) dx:/,—-cosxdx.
sin x sin x

S obzirom da je poslednji integral oblika f R (sinz) - cos xdx, za njegovo
reSavanje koristimo sme odnosno dt = cosx dx:

1+¢2 dt
/+ dt = /t+/tdt
sin? z
ln|t|—|— +C In |sinz| + 5 +C.
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— _q\\,?( -\ L | <ty -1 |4 Resenje: Ovaj integral se moze posmatrati 1 kao fm cos x dx ali

+C i oblika | R (cosz)-sinz dx. Ovde ¢emo do resenja do¢i posmatrajudi

Nr—— A

“ Prner RESIN \TEe ekl @ (LT Qne . Buc

ga kao [ R (sinz) - cos zdx, odnosno smenom ¢ = sinz = dt = cosz dx

t2 202
/sinxcosx d:)::/t dt = §+C: Sm2 $+C';
dok slucaj da se dati integral posmatra u obliku /R (cosz) - sinz dx

- ostavljamo ¢itaocu za vezbu.

_> (©) / sinx — cosx dx / LX<
sinx +2cosxz )
)X
Resenje: 8CS gr)

A

/dez/—%_lde/tgx_ld“}‘ (1)
sinx + 2cosx coss T2 tg v +2

Cos T

Kako je poslednji integral oblika [ R (tgz) dz, za njegovo resavanje ko-

ristimo smenu ¢ = tgr = x = arctg t, odnosno dr = —1122:

t—1 dt / t—=1
t+2 1+2 ) (t+2)(1+2)
T ke E 9
S obzirom da je ovo integral prave racionalne funkcije koju prethodno
predstavljamo u obliku zbira parcijalnih razlomaka na sledeé¢i nacin:

I t-1 A  Bi+C_ -3
(t+2) (1412 t+2 14+  t+2 1+t

_31+3t 11
5 t+2 5 142 |5 14+t
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tada poslednji integral zapisujemo kao:

/ t—1 P dt +3/tdt _1/ dt
t+2)(1+t) 5 Jt+2 5 1+t2 5 1+1¢2

J
TPRU C A
smene: u=t+2 v=t>+1 ¢ I
du=dt, dv=2tdt | — 3. [du 3 d_“_l/ dt
1 ) 10 v ) 142

_ 3 In ]u\—l—i ln]v|—1 arctg t + ¢
5 10 MO

3 3 1
:_5.1n\t+2|+m~1n]1—|—t2\—g-arctgt—|—c .

3 3 1
=-g" ln|tgx+2|+m In |1+ tg® x]—— m—l— =

0.3.2 Integracija proizvoda trigonometrijskih, eksponen-
cijalnih i polinomnih funkcija

P
1. Resiti 1$t?§5ale @
/‘7 (a) /(a: + 1)cos2z de. —=

Resenje. Dati integral je oblika [ P(z) cos ax dx, pa koristimo parcijal-
nu integraciju

u=z+1 = du=dx
1
dv = cos2x dv = v:/COSQx dmzésiHQm,

gde se integral kod v svodi na tabli¢ni uvodenjem smene 2z = ¢, odakle
je dov = %. Primetimo da je za u uzet polinom, a ne trigonometrijska
funkcija, jer je izvod polinoma polinom manjeg stepena. U ovom slucaju

Imamo
M- - jw (L-N
1 1
/(a:+ 1)cos2x doz = E(x—l— 1) sin 2z — §/sin2x dx

1 1
— 5(1;4— 1)sin2x+10082x—|—6’.
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U poslednjem koraku kod racunanja integrala ponovo smo koristili smenu
20 =1t.

/(3:2 1) da. j Yo G C,Z>< C[/<

Resenje. Integral je oblika [ P(x)e** dx i moze se resiti primenom par-
cijalne integracije. Za

u=a>+1 = du=2xdr
1
dv = e dx = v:/egw dx:§e?’“”,

gde se integral kod v izracunava uvodenjem smene 3z = ¢, odakle je

dr = 2. Sledi
R Vs 2
/(:U2 +1)e** dr = g(91:2 +1)e** — = /xegz dx.

Da bismo resili poslednji integral ponovo koristimo parcijalnu integraciju,
ito
u =z = du= dx
1
dv=e¥dr = ov= /6‘% dr = geSx,

odakle je

1 2/(1 1
/(x2 +1)e* dr = g(xQ +1)e** — 3 <§IL‘63$ ~3 /6333 dx)

2 2
= —(2*+1)e* — 51’63:2 + ﬁe?’”‘“ + C.

Primetimo da je, slicno kao i u prethodnom zadatku, kod obe primene

parcijalne integracije za u biran polinom, a posledica je da se u oba
koraka stepen polinoma pod integralom smanjivao.

/ %" sin 3z du.

Resenje. Integrali oblika [ e**sin Sz dz se takode resavaju parcijalnom
integracijom. Uzmimo

u = e** = du=2e* dx

1
dv =sin3zr der = v:/sin?)x dm:—gcos?m.,
=C



PC
Pencil

PC
Pencil


11

gde, kao i u prethodnom primeru, kod resavanja integrala kod v koristimo
smenu 3z = t. Dalje vazi NS — J\S‘ )

1 2
/62”” sin 3z dx = —gezx cos 3z + 5/62:6 cos 3z dx.

Koristec¢i ponovo parcijalnu integraciju sa

u = e** = du=2e* dx

dv =cos3r dv = v—/cos?)xdx—%sin?)x,

dobijamo \/

1 2/1 2
/e% sin3z dez = —562”” cos 3z + 3 <§62r sin 3z — 3 /62”5 sin 3z dx)

1 2 4
= —56236 cos 3 + 56230 sin 3x — 9 /629” sin 3x dx,

gde se kao jedina nepoznata pojavljuje pocetni integral. Ako oznacimo
sa I = [e*sin3xz dz, poslednja jednacina postaje

1 2 4
I =—=e*cos3z + —e*sin3x — —1.
36 Cos x+96 Sin 3x 9
Resavanjem jednacine po I dobijamo konacno resenje

3 2x 2 2x 3
Napomenimo da u ovom primeru kod dve primene parcijalne integracije
nije bitno da li ¢e se trigonometrijska ili eksponencijalna funkcija birati
za u, ali jeste bitno da u oba koraka bude odabrana funkcija istog ti-
pa. Ukoliko bismo, na primer, kod druge parcijalne integracije u nasem
reSenju uzeli v = cos3x i dv = €** dx, u sledeéem koraku bismo dobili
I =1, to jest, vratili bismo se na pocetak zadatka.
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