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0.1 Primena odredenog integrala

Odredeni integral ima Siroko polje primene koje obuhvata skoro sve oblasti
nauke i tehnike. U nastavku ¢emo se ograni¢iti samo na primene vezano za
izracunavanje nekih geometrijskih veli¢ina kao Sto su povrsina ravne figure,
duzina luka krive, zapremina i povrsina obrtnog tela.

0.1.1 Izracunavanje povrsine ravnih figura

Posmatrajmo pozitivnu i neprekidnu funkciju f(z) na intervalu [a, b]. Inte-
gralna suma odredenog integrala fab f(z) dx ima oblik

S = Z f(ﬁi)Axi,
i=1

gde je f(&)Ax; opsti ¢lan ove sume. U geometrijskom smislu, izraz f(&;)Az;
predstavlja povrsinu pravougaonika ¢ije stranice su f(§;) i Az, videti sliku 1.
S predstavlja sumu povrsina svih pravougaonika nad intervalom [a, b], $to je
aproksimacija povrsine krivolinjskog trapeza ogranicenog krivom y = f(x)
i pravama y = 0, z = a i = b. U granicnom slucaju, kada max Ax; — 0,
S postaje tacna povrsina krivolinijskog trapeza P, odnosno imajuéi u vidu
definiciju odredenog integrala sledi

P= ma%lgi _)OZJC &) s = / fl@

Ako za neprekidnu funkcju f(xz) > 0za z € [a,c] i f(zx) < 0 za x € [¢,b],
videti sliku 2 a), povrsina ograni¢ena grafikom funkcije y = f(x) i pravama
r=a,r=>b1iy =0 se moze izracunati kao

:/acf(x)dx—/cbf(x)dx

Neka su neprekidne funkcije f(z) i g(z) takve da vazi da je f(z) > g(x) za
x € la,b]. Povrsinu P ogranic¢enu graficima funkcija f(x) i g(z), videti sliku 2
b), mozemo da izra¢unamo na sledeéi nacin

P = / (f(2) - g(x)) d.
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Slika 1: Krivolinijski trapez odreden funkcijom f(z) nad intervalom [a, b].
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Slika 2: Razliciti oblici i polozaji ravnih figura.

Funkcija moze biti zadata u parametarskom obliku. Pretpostavimo da
je eksplicitno zadata funkcija y = y(z), x € [a,b] zadata i u parametar-
skom obliku pomoéu funkcija © = z(t) i y = y(t) za to < t < t;. Neka su
A(z(tg),y(to)) 1 B(z(t1),y(t1)) koordinate pocetne i krajnje tacke ove krive i
neka su y(t) > 01 &(¢) neprekidne na intervalu [to, t1]. Tada povrsinu P ogra-
nicenu krivom = = x(t), y = y(t) i pravama x = x(ty), * = z(t1) i y = 0, videti
sliku 3, mozemo izracunati uvodedenjem smene x = z(t) u integral fab y(x) dx,
odnosno

E:/a 3/<37)d-75:/toly(:c(t))if(t)dtz/toly(t):t(t)dt, gde je g';(t):‘;_j
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Slika 3: Krivolinijski trapez odreden parametarski zadatom funkcijom = = z(t),
y =y().

0.1.2 Izracunavanje zapremine obrtnih tela

Posmatrajmo funkciju y = f(x) koja je neprekidna na intervalu [a, b]. Obr-
tanjem krive y = f(x) oko z-ose dobijamo povrs koja zajedno sa ravnima z = a
i x = b obrazuje obrtno telo zapremine V. Presek ovog obrtnog tela sa ravni,
koja je normalna na z-osu i koja prolazi kroz tacku A(z,0), je krug sa centrom
u tacki A i poluprecnika r = f(z). Dakle, povrsinu ovog kruga mozemo izraziti
funkcijom S(z) = 7 f%(z), koja je neprekidna na [a, b]. Podelimo interval [a, b] / 5
na n delova:

Aa=Tg< T <x3<...<x,, =0
ko= & X9 FLOXL R b <
Za porizvoljno izabrane tacke &_E[xi_/l,xd_formirajmo slede¢u integralnu 7
sumu AT ¢

~

o AXy = i =Xyq

Z S(&) Ay, gde je Ay = x; — xi .
1=1

Primetimo da opsti ¢lan ove sume S(&;)Az; predstavlja zapreminu pravog
cilindra sa bazom S(&;) i visinom Auz;, videti sliku 4, §to ujedno predstavlja i

zapreminu jednog segmenta posmatranog obrtnog tela. U grani¢nom slucaju,
kada maxAz; — 0, ova suma e teziti zaprimini obrtnog tela V. Dakle, mozemo
2 Af(, 3~r TO f=ax {

ARV = %(};) ARy = 0% 4

-
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Slika 4: Zapremlna obrtnog tela. :Z % (i ;\l_\ ' /5)4\‘ =
pisati 4(; \II Cen ~ S( \ A
lim %ZS(&)A@ =V = 2/ %) B
1=1

Poslednja grani¢na vrednost integralne sume postoji, jer je funkcija S(x) ne-
prekidna. Na osnovu definicije odredenog integrala, sledi sledeca formula za

. . : | _
izracunavanje zapremine obrtnog tela S ( ><\ = 4 C7<)

[ ['swyir=r [ oy

'd
Neka je krivay = f(x) za x € [a, b] zadata u parametarskom oblikj pomocu
funkcija o = x(t) i y = y( ) za t € [to, t1], gde je A(a, f(a)) = (z(to), y(t)) i
f‘g = "’l[iﬂ '—"F ("') B(b, f(b)) = (x(t1),y(t1)). Iz formule za izracunavanje zapremine obrtnog tela,
uvodenjem smene x = x(t), dobijamo odgovarajuéu formulu za parametarski
[ zadatu funkciju 4V\Mr K =X l-E)
t1 _ < L‘E\ Jt
\/ — T ‘—ezb‘\d,t - ( = w/ Az t)dt = 7r/ v (t)a(t) dt. cy =
£y & < . <. .
1 0.1.3 Izracunavanje duzine luka krive
— 1 .
— ¥ -k ‘H =Neka je f(x) diferencijabilna funkcija i f'(z) neprekidna na intervalu [a, b].

. Tacke A(a, f(a)) i B(b, f(b)) predstavljaju pocetnu i krajnju tacku ove krive.
Ly £ )

= [ N9y
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Podelimo luk krive y = f(x) izmedu tacaka A i B deobnim tackama
MO:A,Ml,...,Mi_l,Mi,...,Mn:B, 6’(1 7\(’.

gde koordinate tacaka M; obelezi¢emo sa (z;, f(z;)) za i = 0,1,...,n, videti
sliku 5. Duzina duzi koja spaja tacke M; i M; je pi- Tl . . 1/33 N
/ rql-’l ﬂ
Al = /(D)2 + (D), =
gde su Ax; = x; — ;1 1 Ay flai) = f(wi_y) za i n. Duzinu . Oy

~ _ s 7. ~
mozemo napisati i na slede¢i nacin

|

|

— flzia)\’ |

sz Ax, \/ p— Az, I

Lagranzova teorema o srednjoj vrednosti primenjena na neprekidnu i dife- X Y
rencijabilnu funkciju f(z) na intervalu [z;_;,z;] garantuje postojanje broja -1 ¢
& € (w1, x;), tako da vazi

f(%) - f(%‘—1)

Ti— Tij-1

LU L A )
— F(&) L Puliun eHIUE

| & QLQFAQ+DL9“

chﬂ

odnosno
Izlomljena linija My, My, ..., M,, ¢ija je duzina jednaka Z Al;, predstavlja
p =
jednu aproksimaciju duzine luka krive izmedu tacaka A ilB. U grani¢cnom h
slucaju, kada max Ax; — 0, ova izlomljena linija postaje bas kriva funkcije -

izmedu tacaka A i B. Dakle, za duzinu luka krive y = f(x) za x € |a,b]
mozemo pisati

max Az;—0 4

lim ZAZ = ma}l{i&i_ﬂ); V1+ f2(8) Ay j //< ) = ls 14f |"-(7<)

Primetimo da je posmatrani zbir integralna suma neprekidne funkcije /1 + ().
Iz ovoga sledi da poslednja grani¢na vrednost postoji i moze se zapisati u obliku
odredenog integrala na slede¢i nacin

/de

b

/Lﬁ$~ Si:__f5(,f D Bx, = F(lsoq‘d% ZZJ~ 1 4/-§f2<7 ol

RS bri—)o A=a o
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Slika 5: Duzina luka krive.

Sto predstavlja formulu za izracunavanje duzine luka krive y = f(x) za a <
x <b.

Neka je posmatrana kriva y = f(z) za x € [a, b] zadata u parametarskom
obliku: z = z(t), y = y(t) gde je to < t < t;. Tada se tacke A(a, f(a)) i
B(b, f(b) dobijaju za izbore parametra t = tq i t = t;, respektivno. Pretposta-
vimo da su funkcije #(t) 1 y(¢) neprekidne na posmatranom intervalu. Formulu
za izracunavanje duzine luka parametarski zadate krive mozemo da izvedemo

uvodenjem smene x = z(t) u prethodnu jormulu: =Rlt) =3 <I)<= )( (+) CH:
- —

i(t)

primetimo da je ©(t) > 0, jer iz a < z(t) < b sledi da z(t) mora biti nerastuca

[
4
L:J T almdx ~ L:/: 1+(&)2$W:/t()tl\/mdt,

'( _ 'ﬁ_ _ g_:funkcija.
1=t =g
- & 0.2 PRIMERI
= 2 k)
N x LJc) 0.2.1 Zapremina obrtnog tela

-—7 1. Izrac¢unati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure ogranicene para-
bolom y = z? i pravama x =0, =11y =0
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(a) oko z-ose;

(b) oko y-ose.

Resenje: (a) Telo ¢iju zapreminu trazimo predstavljeno je na Slici 6(a)
i njegovu zapreminu odredujemo na slede¢i nacin:

51
Ver [erar=n [ewar D) T @) =T

(b) S obzirom da je posmatrano telo odredeno rotacijom figure oko y-ose
neophodno je prethodno odrediti inverznu funkciju funkcije f(z) = 2,
odnosno funkciju g(y) = f~!(z?). Tako za f(z) = z* : [0,1] — [0,1],
koristedi relaciju y = 22 & z = VY, imamo da je odgovarajuca inverzna
funkcija odredena sa g(y) = /y : [0,1] — [0,1]. Dalje, kao sto se sa
Slike 6(b) mozZe uociti, imamo da trazena zapremina predstavlja razliku
zapremina tela koja nastaju rotacijom prave v = 1ikrive g(y) = /¥, y €
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[0, 1] oko y-ose. Tada imamo sledece:

1'2 2

2. Odrediti zapreminu elipsoida koje nastaje rotacijom ehpse — + Y

ol

oko z-ose.

Resenje: Da bismo odredili zapreminu posmatanog tela, odnosno elip-
soida neophodno je prethodno jednacinu elipse predstaviti kao familju
odgovarajucih krivih odredenih na sledec¢i nacin:

22
gde grafici funkcija y =01/1— — i y=—-b/1— E odreduju gornju,

pozitivnu (odnosno iznad z-ose) 1 donJu negativnu (ispod z-ose) granu
odgovarajuce elipse. Posmatrani elipsoid je tada odreden rotacijom oko
z-ose figure ogranic¢ene gornjom granom elipse (to jest grafikom funkcije
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2
y=>by/1- x—z, —a <z < a)iz-osom (Slika 2), odakle dalje imamo:
a

a

V:ﬂ-/y(x)de:W-/abQ(l—a2)dx

—a

| &

a 1 a3

a a 2 a 1 a
— b /dm—/%dz bzw-(/dx;-/ﬁdx
a 1 (a® (—a)
2 2
=vme(of @ 5[L) = o5 (5-50)

1 (1/3 CL3 1 2Cly
— 12 _ 12

2a da  dab’w
pr— b2 . 2 — — p— 2 L — .
T ( a 3 ) b 3 5

\

Q
—— e —] ————
QO

Slika 7: Telo (elipsoid) odredeno rotacijom elipse oko z-ose.
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0.2.2 Duzina luka krive

[\
—_

——> 1. Izracunati duzinu luka krive y = % 5 Inzzal<z<e.
1 1 21
Resenje: Kako jey/(x) = o227 tada trazenu duzinu luka
2 2 x 2z

Slika 8: Luk krive ¢iju duzinu odredujemo u prvom zadatku.

krive ratunamo na sledeéi nacin:

2—1
/\/1+y da:—/\/1+ a dm
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(to jest za t od 0 do 2m).

Resenje: Cikloidu mozemo da vidimo na Slici 2). Kako je posmatrana ci-
kloida zadata u parametarskom obliku, potrebno je prethodno izracunati
ogovarajucée izvode njenih parametarskih funkcija z(t) i y(t):

#(t) = (a(t —sint))" = a(l — cost),
y(t) = (a(l — cost)) = asint,
odnosno
i(t)? +y(t)? = (a(1 — cost))® + (asint)?
= a? (1 —2cost + COSZt) + a® sin? ¢t

= a2(1 —2008t+6032t+sin2t)
|y ——

=a*(2 — 2cost) = 2a® (1 — cost)
= 2a” - 2sin® L_ 4a® sin? ! (1)
2 2’

. 1. .. .2t o 1— t o .2t
gde smo u (1) koristili relaciju sin” § = ~=5=* <> 1—cost = 2sin” ;. Sada

duzinu prvog luka cikloide racunamo na slede¢i nacin:

21 21 27
t t
L = /\/x'(t)2+y(t)2 dt:/ 4a? sm2§ dt = /Qasin§ dt
0 0 0

smena : u = 5 granice: t=0—u=0
du:%dt t=2r su=m
2du = dt
:2a-2-/sinu du =4a-(—cosu)| = —4a-cosu
0 0

0
= —4a- (cosm —cos0) = —da- (-1 —1) = —4a - (—2) = 8a.

=]
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IS

Slika 9: (a) Polozaj fiksirane tacke kruznice poluprecnika a > 0, u trenutku
t € [0, 27] tokom njenog kotrljanja, bez klizanja, duz pozitivnog dela x-ose.
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