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0.0.1 Linearna diferencijalna jednacina

Opsti oblik linearne diferencijalne jednacine je
¢t
gde se nepoznata funkcija y(z) i njen izvod y' pojavljuju samo u hnearm?#formi,
tj. stepenovani su samo prvim stepenom. Pretpostavi¢emo da su funkcije f(z)
i g(x) neprekidne na nekom intervalu D C R.

Ideja nalazenja opsteg resenja je da se opste resenje predstavi u obliku proi-
zvoda dve nove i nepoznate funkcije. To omoguéava da jednu od te dve funkcije
odredimo nametanjem dodatnog specijalnog uslova. Na takav nacin ¢emo do-
biti dve jednacine sa razdvajanjem promenljivih, koje znamo da resimo.

Opste resenje ¢emo zameniti proizvodom dve nepoznate i diferencijabilne
funkcije na intervalu D u(x) i v(z), tj. uveséemo smenu

~—

SMERA: y(z) = u(z)v(z) /= y'(z) =d(z)v(z) + u(z)v'(z).

m\:gi; A UL:S

-
Zamenom ove smene u polaznu jednacinu, dobi¢emo

u'v +uv' + f(x)uv = g(z),
odnosno, izvlacenjem u kao zajednickog faktora, ima¢emo
u'v+ulv + f(x)v) = g(x). (1)

Funkciju v ¢emo odrediti uvodenjem specijalnog uslova koji podrazumeva iz-
jednacavanje izraza u zagradi sa nulom, tj.

v+ flz)v=0 = % = —f(z)dz,

sto daje jednacinu koja razdvaja promenljive. Resavanjem ove jednacine, do-
bi¢emo
v(z) = e~ JI@1dz,

Ubacivanjem ovako dobijenog resenja za v u jednacinu (1), dobi¢emo u'v =
g(z), odnosno

e @ — o) = du = el F@%g() d,

Iy
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Sto predstavlja jednacinu koja razdvaja promenljive. ReSavanjem ove jednacine
dobi¢emo drugu nepoznatu funkciju, tj

x) = /eff(:”)dmg(x) dx + C.

Sada smo u moguénosti da odredimo opste resenje polazne diferencijalne jed-
nacine

y(x) = u(x)v(z) = (/ el T@dz g0y do + C) e @iz, ’

1 = (
Primer 1 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine /‘a + ‘g’("-) ‘a a i
/ g .3 _ — 1’
y+o =7 = ‘a (=1

Primetimo da se radi o linearnoj difrencijalnoj jednacini gde su f(z)
_ .3 1y

1
r) = +1
x
g(x) = z°. Trazi¢emo opste resenje na intervalu x > 0, jer zbog definisanosti
funkcije f(z) mora biti z # 0. Uvodenjem smene
/
y=uw = y =uv+u, 5
[
polazna jednacina se svodi na ' 044~ o=' + MG . = =X
v
uv+u <U'+ —) =13
T
[zjednacavanjem izraza u zagradi sa nulom, dobi¢emo
v dv dx dv dx = —
V+—-=0 & —=—— = [ —= ey g = L’\y
x v x v x

odnosno, dobi¢emo prvu nepoznatu funkciju

\
v= M/\ S
Ubacivanjem dobijene funkcue v(

u polaznu jednacinu, sledi

o g

Integracijom poslednje jednacme, lako dobijamo drugu nepoznatu funkciju
25
u(z) = 5 +C.

> 4
w3
Opste resenje polazne diferencijalne jednacine je I /<
x C
o) =@ =5+
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—> /0.0.2 Bernulijeva diferencijalna jednaéina

Jednacina ovog tipa ima slede¢i opsti oblik

=
/ Y+ flx)y = g(x)y®, a@ 70

Primetimo da za o = 0 jednacina se svodi na linearnu diferencijalnu jednacinu,
a za o = 1 ona se svodi na jednacinu koja razdvaja promenljive:

W (gla) = fla)ie

Zato ¢emo u nastavku posmatrati slucaj kada je a # 01 o # 1.
Jednacina ovog tipa se moze svesti na linearnu jednac¢inu pomocu smene

/
L (1) = (1—a) L, L= Zh=~
(1) =(-a) 2 /
Zaista, ako podelimo datu jednacinu sa y* (y(z) # 0), dobi¢emo
y 1
— f =g\r), ~
> (z) o (z)

. . ~ . . ~ . ,
odnosno ubacivanjem predlozene smene, dobijamo jednacinu

/ I
- U"’ﬂ / } 4 f(0)2 = (o). =) 2+
L =00
Ova jednacina je linearnog tipa po nepoznatoj funkciji z(z), koja se moze
resiti uvodenjem smeneézixi = u(x)vi:c)iNa kraju, u tako dobijeno resenje je
potrebno vratiti po¢etnu, odnosno staru promenljivu pomoc¢u smene L
1

Z<$>:ﬁ = -
7 ) 2L (x| L

0.0.3 Diferencijalna jednacina totalnog diferencijala %("'}
Diferencijalna jednacina oblika la( ) = )
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0, (2)

gde su P(x,y) i Q(x,y) funkcije dve promenljive, je jednacina totalnog di-
ferencijala ako postoji diferencijabilna funkcija dve nezavisne promenljive
u(z,y), tako da vazi

4 u u
(@ 55 = Pley) 1 (1) 5 = Qo)
o/ wos g)=c = dr-o
OPSTE RA KL € M(F'I]‘ﬁ?
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Prxey)dse + Q&W""a: o

Tada za totalni diferencijal funkcije u(z,y) vaz

ou ou

dy = P(z,y)dz + Q(z,y)dy,
Sto znaci da polaznu diferencijalnu jednacinu (2) mozemo napisati u obliku
du = 0. Iz toga sledi da trazeno opste reSenje mozemo prikazati u obliku

u(z,y) = C

Postavlja se pitanje pod kojim uslovima je jedna¢ina oblika (2) ujedno i
jednacina totalnog diferencijala, odnosno kada postoji funkcija u(z,y) koja
zadovoljava uslove (a) i (b)? Na ovo pitanje odgovor daje sledeca teorema.

oP 0
Teorema 1 Neka su P(z,y), Q(z,y), a—y(:p,y) i %(x,y} neprekidne funkci-

je nad nekom oblaséu Q C R2. Tada je diferencijalna jednacina (2) jednacina
totalnog diferencijala ako i samo ako je

S 0) = (), ®)

za svako (x,y) € Q).

Dokaz. Pokazimo da je uslov (3) je potreban. Pretpostavimo da postoji funk-

cija u(z,y) tako da vaze jednakosti a—u = P(x,y) i % = Q(x,y). Diferen-
L Y

oP o? 9, 0?
ciranjem dobijamo — u ;9@ Y , pa uslov (3) sledi, jer je

dy B 0xdy Y or T Oyox
Pu  Pu
0xdy  Oydz
Pokazimo sada da je uslov (3) dovoljan. Neka je (¢, ¥o) jedna fiksirana tacka

iz oblasti €, a (x,y) proizvoljna tacke iz te oblasti. Definisimo funkciju u(zx,y)
na slede¢i nacin

na osnovu pretpostavke o neprekidnosti parcijalnih izvoda.

u(z,y) = /x P(t,yo)dt + /y Q(z, t)dt.
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Tada, primenom parcijalnih izvoda na funkciju u(x,y) i uzimajuéi u obzir da

oP 0Q

vazi uslov 8_y =3 dobijamo
on (S omot) =@
a_y - Q(x,y) i b«? @/‘k’t) )8 - ()(/ &)
du Y 0Q(x,t) YOP(x,t)

Yo Yo
= Pla.y) + P(a.0)}, = Bloerf) + Ple.y) — Plocs
= P(z,y).

(X J S =
Time je pokazano da je uslov i dovoljan. O ~
Postavlja se pitanje kako odrediti funkciju u(z,y), a samim tim naéi opste
resenje, za datu diferencijalnu jednacinu totalnog diferencijala.

Kako je 8_u = P(z,y), to se integracijom funkcije P(z,y) po promenljivoj
x

x dobija \_) )

o) = [ P+ (), /e W
iy =2 5

gde funkcija (y) zavisi samo od promenljive y. Koristeéi drugi uslov a—u =

Q(z,y) i dobijeni oblik funkcije u(z,y) (4), mozemo napisati slede¢u diferen-
cijalnu jednac¢inu po y-u:

Qa.y) = a% / P, y)dz + ¢ (y).

Resavanjem ove jednacine odreduje se nepoznata funkcija ¢(y), a time je
odredena i trazena funkcija u(z,y). a—

w19 =
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0.1 Zadaci za vezbanje

0.1.1 Linearna diferencijalna jednacina

<
2
. @N a¢i opste resenje diferencijalne jednacine 3’ — o y= (v +1)>°

Resenje: Jednacina je linearna, odnosno oblika y + f(z) -y = g(x).
Uvodenjem smene:
L= - = oy

y=u-v,u=ulx),v=0v(x) = y=u-v+u-v,

.QW:&%

polazna jednacina postaje

2
uvtu-r — u-v = (z+1)°
r+1
2
/. I _ 13‘
u v+u(v x+1v) (x+1)
.. . oo / 2 .
Funkciju v biramo tako da vazi v" — 1 v = 0, odakle sledi
x
dv 2
R — v
dx x+1
d 2
@ _ da
v r+1

Inv = 2Ilnjz+1] = v=(r+1)%

Koristec¢i postavljeni uslov i izrac¢unatu vrednost funkcije v odredujemo

funkciju u
2 ~
U'~v+u<v'— v) = (z+1)° =
z+1
u'-(%%—u'o = $+13,/,
ne o= 74-’\-\
d
L) _u:x—l—l = du=(zx+1)dx

X

:>u:/(x+1 L——HB—FC \

LZS'_:'\/\*S’
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Sada je opste resenje
2

— M
- y=u-v= %—i—x—l—C)(w—i—l)z. Aa/% \
7 @\Yaéi opste resenje diferencijalne jednacine v

(149 dov = (/1 + y%siny — zy) dy. < =7<0&)

7

ResSenje: S obzirom da je ova jednacina linearna po xz, a ne po v,
sves¢emo je na oblik 2’ + f(y) - x 4+ ¢g(y) = 0, odnosno imamo

(1+y*)dx = (\/1+y?siny —ay)d ~ 2
ydx ﬂ[w y —xy) dy /@,:)(,H.a))

B y?siny Ty
dy 1 A 142
LI TR WA y siny -
) |+ = = z=ux(y).
N - 1+y? 142
iy | T atq)
Uvodimo smenu = ' = -v+wu-v, pri cemu su sada u i v

funkcije koje zavise od y, tj. u = u(y) i v = v(y), pa dobijamo

U,‘U+U‘UI+U‘U‘ y — ﬂ
1+ y? V14 y?
siny
u'-v—l—u-(v’+v- J > = —. 5
L4y Vity o
Postavljanjem uslova v’ + v - Y = 0 dobijamo
1492
dv vy
dy 1492
d
v 1+ 92
e — /ydy
nv = — .
1+ 4?2

dt
Smenom 1+ 3> =t = ydy = 5 poslednji integral postaje

L opdt 1 1
Y ) =
2 ) 7= iy =T
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uvrstavajucéi dobijeno v i gore postavljeni uslov u (5)

, 1 siny )
u - = = du=siny dy,
Vityr 142
odakle je lu:/\—jz@\/ratimo smenu z = u - v i dobijamo reSenje
pocetne diferencijalne jednacine Y K=l
V
0.1.2 Bernulijeva diferencijalna jednaé¢ina 1
- @ Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine v’ + 2zy = 223>, 'a a

Resenje: Ovo je jednacina oblika ¢ + f(z) -y = g(x) - y°, odnosno L=
Bernilijeva jednacina, gde je prvi korak u resavanju mnozenje sa y~ ¢
Konkretno, u jednaéini iz zadatka mnozimo sa y~3, pa uvodimo smenu

t= A’d Il q L};\]i 2 = —2y~3y/, odakle imamo y > :—5 odnosno

—:FTI ZI ‘a / y +2ry =22%y0 = y iy 4+ 22y % =220

/

z .
= —= 421z =21"
3" /2
Y —duz = —4a.
Sada smo dobili linearnu jednac¢inu koju resavamo smenom 2z = u-v =
2= -v+u-v, odakle je

3 3

= v -v4+u-v—4dr -u-v=—4x

u' v+ u(v —dzv) = —4a®.

2 —Arz = —Ax

Odredimo funkciju v:

vV —dzv=0 = d——4x = @:4xdx
dx

2
= lnv=212 =/v=¢e*
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Odredimo funkciju wu:

u v+ u(v —dav) = —42® = - 2 = 4o

du = —423 - €72 dy

= /,],’2 . 672%2 . (—43:) d:U

Smena: —2x2=-1t
—4xdr =dt

1
:—E/raﬁ

Poslednji integral se resava parcijalnom integracijom

Sada je resenje

(

)<

u =1t = du; =dt
dv, =etdt = v, =¢€'

1
= — (tet—/etdt>
2

1 1
= —?&+§é+c

1 1
= —5(—2x2)e_2$2 + 56_2x2 +C

1
= @_sz (._'L'2 + 5) + C

13
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0.1.3 Jednacina totalnog diferencijala

— @ Naci opste resenje diferencijalne jednacine

ReSenje:

(22° — zy?) do + (2y° — 2%y) dy = 0.

I\ \
Pong) B

Proverimo da li je ovo jednacina totalnog diferencijala:

Vidimo da je —

oP
P(z,y) =22° — 2> = — = 2y
Ay
20 \
Qle,y) =2’ —a’y = S-=—2vy
x

OP  9Q

, pa ovo jeste jednacina totalnog diferencijala.
dy T or

Odredimo funkciju u(z,y) takvu da vazi du = Pdr + Qdy = 0, tj.
,y) = C. Imamo

7

=P(z,y) = U(w,y)z/P(w,y)da:+¢(y>

— f e — — — . 2
21”/@ 5 YY) ,\
_ 1.4 2 2 -
= 2t — 5P () T(k\
Otuda je
du Lo / 2 /
—(@,y) = —52° - 2y +¢'(y) = =2y + ¢ (y), d
dy 2 o9 3 _ %
pa kad ovo izjednac¢imo sa Q(z,y) dobijamo Q (x: b ) B U a

/—Z}ﬂ V' (y) = 2y° 7t2y/ = P(y) =2y
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Sada za funkciju u(x,y) imamo )
1 1 1
wa) =ttt yt=c, e

te je opste resenje date jednacine

ot — 2%y +yt = 20.
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