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0.1 Diferencijalne jednacine viseg reda

Opsti oblik diferencijalne jednacine n-tog reda se moze zapisati u

sledeéem obliku
n =M=
F(x>y7y/7y”7"'ay( )>:O7 AZ) I\a \ . (1)

ili, ako se moze resiti po y™, dobijamo normalni oblik jednac¢ine n-tog

reda
y " = fle,y. 9y oy Y). (2)
Opste resenje diferencijalne jednac¢ine n-tog reda na nekom intervalu D C
R naziva se ona funkcija y = p(z,C,Cs, ..., C,), gde su Cy,Cy, . .., C, realne

konstante, koja zadovoljava sledece uslove:

a) Funkcija ¢ zadovoljava diferencijalnu jednacinu (1), odnosno (2), za pro-
izvoljne konstante C4,Cs, ..., C,, tj.

F(z,p(x,C1,Cy,....,Ch), ..., go(")(a:, C,Cy,...,C)) =0,
odnosno

oMz, Cy, ..., C0) = flz, oz, Ch, .. Cr), . @ (2, O, L C)).

b) Za proizvoljan pocetni uslov
y(we) = Ao, ¥/ (w0) = A1, ..,y V(o) = Ay,

gde su xg € D, a Ay, A1, ..., A,_1 zadati realni brojevi, mogu se jedno-
znacno odrediti konstante

(017027 o 7Cn) - (01070207 ey OTLO)?

tako da funkcija y = ¢(z, Cig, Cap, - . ., Cro) zadovoljava pocetni uslov.
Ovo reSenje se naziva partikularno resenje.

Pod pojmom pocetni problem podrazumevamo diferencijalnu jednacinu

zajedno sa zadatim pocetnim uslovom.
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\—7 0.1.1 Snizavanje reda diferencijalnih jednacina

Odredeni tipovi diferencijalnih jednacina viseg reda mogu se resiti meto-
dom snizavanja reda, tj. resavanjem odgovarajuc¢ih diferencijalnih jednacina
nizeg reda. U nastavku ¢emo razmotriti tri razli¢ita slucaja primene ove me-
tode.

@Diferencijalna jednacina oblika

gde funkcija f(z) zavisi samo od x, moze se resiti direktnom integracijom

v = [ f@pds+ €y = [y @)+ o

Primer 1 Naéi opste reSenje diferencijalne jednacine y" = cos x.

Direktnom integracijom jednacine dobijamo " "
) cle = +C

y”—/cosxdx—sinx+01,

y = /(sinx+C1)d9€ = —cosz + 2Cy + Oy,

odnosno, za opste resenje dobijamo

2
y:/(—cosx+m01+02)dx:—sinx+%01+x02+03. ——AQ('<7
TN AN

Slucaj 2. Diferencijalna jednacina oblika
F(z,y®,y*D, gy = 0.

gde je 1 < k < n, tj. jednacina ne sadrzi nepoznatu funkciju y, resava se

smenom
y® =p, p=plx).
Diferenciranjem jednacine smene, dobija se
y ) = pf oy =y = pnh)
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Sto zamenom u polaznu jednacinu vodi do jednacine

,pmh)y = 0, p,(/\ P = LJ\(C,, (K2+ ’])

Ocigledno, dobijena diferencijalna jednaé¢ina je nizeg reda u odnosu na polaznu

i shodno tome, jednostavnija za dalje resavanje. ?
P =G

rd\ = C1(><1+1[§
-d—%— =G4 C)ﬁlh)

F(x,p,p,...

Slucaj 3. Diferencijalna jednacina oblika

Fly.y.y'"....y™) =0, M =Y ~ akﬁia

koja ne sadrzi promenljivu z, reSava se uvodenjem slede¢e smene ij
y' =p p=py)

Posto smo pretpostavili da je p funkcija od y, izvode viseg reda u polaznoj

jednac¢ini mozemo izraziti na sledec¢i nacin

N y//:d_y/:d_y/@:p/p 43
‘\ de  dydx Y7 __a'_,/'p
— & o

1 |
_ I " /"
f‘:ﬁ\ = ((Fb /’:J 5 = Y = ‘% - Cilyy Z—z = (pyp + (9,)")p, MmN = -
Cx

astavljajuc¢i na slican nacin, mozemo izraziti i ostale izvode u funkciji od p.
Zamenjujuci ovako dobijene izvode u datu jednacinu dobi¢emo novu diferen-
cijalnu jednaé¢inu sa nepoznatom funkcijom p = p(y), koja je istog tipa kao i

polazna jednacna ali joj je red smanjen za jedan.
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—> 0.2 inearne diferencijalne jednacine viseg re-
da

Diferencijalna jednacina oblika
% &l ~) = )
v+ ar @)y + ax()y" Y+ an (@)Y +an(@)y = flx),  (3)

gde jen > 2, a ay(z),as(x),...,a,(x) i f(x) su neprekidne funkcije nad ne-
kim intervalom D C R, naziva se linearna diferencijalna jednacina n-tog
reda. Primetimo da nepoznata funkcija y i svi njeni prvi izvodi pojavljuju se
kao linearni elementi u jednacini, tj. stepenovani su prvim stepenom. Naziv
jednacine zeli iskazati upravo ovu ¢injenicu.

Ako se u jednacini (3) f(x) = 0 za svako z € D, onda se ona naziva
homogena linearna diferencijalna jednacina.

Egzistenciju reSenja jednacine (3) garantuje sledeca Kosijeva teorema, koju
navodimo bez dokaza.

Teorema 1 Ako suai(x),as(x),...,a,(z) i f(z) neprekidne funkcije nad otvo-
renim intervalom D, tada postoji jednistveno resenje y(z) diferencijalne jed-
nacine (3), definisano nad D, koje zadovoljava sledeéi pocetni uslov

y(z0) = Ao, ¥ (w0) = Ay, ...,y V(wo) = A, 1,

gde suxg € D, a Ay, A1, ..., Ay_1 proizvoljni realni brojevi.

}_ Homogene linearne jednacine viseg reda

Posmatrajmo homogenu linearnu difrencijalnu jednacinu n-tog reda

y™ +ai(@)y" Y + ax()y" P L an (@)Y +an(z)y =0, (4)
Ako definisemo operator L,[y] kao levu stranu homogene jednacine, tj.
Lalyl = 4™ + ar(2)y" Y + az(2)y™ ™ + .+ ana (2)y' + an(2)y,
tada jedna¢inu (4) mozemo zapisati i u obliku

L,ly] = 0.
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Lako se moze dokazati da je operator L,[y| linearan, tj. da vaze uslovi linear-
nosti

Ln[yl + yz] = Ln[yl] + Ln[?/Q] 1 Ln[a?/] = oan[y],

gde je a proizvoljna konstanta.

Teorema 2 Neka su y;(z), i = 1,2,...,n, resenja homogene diferencijalne
jednacine (4). Tada je funkcija oblika

y(z) = Cryi(z) + Coya(x) + ... + Cryn(z) = Z Ciyi(), (5)

gde su C; proizvoljne konstante, takode resenje jednacine (4).

Dokaz. Posto su funkceije y;(x) resenja homogene jednacine, to za njih vazi da
je L,ly;) = 0 za svakoi = 1,2,...,n. Sada na osnovu linearnosti operatora L,
za funkciju y(xr) mozemo pisati 0 0 0

( I\ u
Ln[Ciyr (2)+Coya () +. . A Cryn ()] = CLLu[n]+Co L[yl +. . A-CpLn[y,] = 0,

odnosno

L,ly] = 0.

Iz ove jednacine sledi da je funkcija y(z) takode resenje polazne homogene
jednacine (4), sto je i trebalo dokazati. O

Definicija 1 (Linearna zavisnost i nezavisnost funkcija) Za funkcije fi(x),
fo(z), ..., fu(z) kaZemo da su linearno zavisne nad intervalom D C R, ako
postoje realni brojevi oy, s, ..., q, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je za

svako x € D wvaZi A #0 = ’g\__ L [ Ly
1 - VL'\
a1 fi(@) + asfolw) + . ..+ anfulz) = 0. (6) -Iuh)

Za skup funkcija f;i(x),i=1,2,...,n koje nisu linearno zavisne nad D, kaZemo )
da su linerano nezavisne nad tim intevalom. Drugim recima, ako je relacija

(6) nad D zadovoljena samo za oy = ag = ... = «a, = 0, funkcije f;i(x) su

linearno nezavisne.

U ispitivanju linearne nezavisnosti funkcija, znacajnu ulogu ima determinanta
Vronskog.
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Determmanta oblika

fi(@) folz) . ful)
we—| A B ) WD D R
; T W/ () & R
f @) ) Y )

gde su f1(x), fo(x),..., fu(x) (n—1)-puta neprekidno diferencijabilne funkcije
nad intervalom D, se naziva Vronskijeva determinanta.

_7 Teorema 3 Funkcije fi(x), fa(x),..., fu(z) koje su (n — 1)-puta neprekidno
diferencijabilne nad intrevalom D su linearno nezavisne ako i samo ako postoji

xg iz D, tako da je W(zo) # 0.

U nastavku é¢emo zahtevati da funkcije koje razmatramo budu (partikular-
na) reSenja homogene diferencijalne jednacine (4). Neka su y; (), y2(2), . . ., yn ()
takve funkcije. Ako su ove funkcije jos i linearno nezavisne na posmatranom
intervalu, onda kazemo da ¢ine fundamentalan skup resenja homogene jed-

nacine (4). 1N 28 . Gof L) & 1) Liw. sV NEIN (=) FUnMD. Semp
/7 Teorema 4 (Formula Ljuvil-Abel) Neka su funkcije yy (x), y2(x), . . ., yn(x)
resenja homogene diferencijalne jednacine (4) nad intervalom D, i odgova-

rajuca determinanta Vronskog razlicita od nule w nekoj tacki xog € D, tj.
W(zo) # 0. Tada za svako x iz D vazi

W (z) = W (xg)e Jeo 1M, (7)

Dokaz. Zbog jednostavnosti, dokaz ¢emo dati samo za slucaj kada je n =

2. Posmatrajmo homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda 3" + ay’ +

asy = 0 ¢ija su resenja y; = y1(x) i yo = ya(x). Ova reSenja zadovoljavaju

diferencijalnu jednacinu, dakle vaze jednacine i o
:?x C yi +aryy +ayr =0 i /0 4r d

-

S Yy +arys +asys = 0.

Mnozenjem prve jednacine sa —yo, a druge sa y; i sabirajucéi tako dobijene
jednacine dolazimo do jednacine

(=¥ Y2 + y1y5) + a1 (=y1y2 + y1ys) = 0., (8)
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Vronskijeva determinanta za funkcije y; i y» ima sledec¢i oblik

W(%’) _ ‘ y1($) yQ(x)

_ /o /
hi(@) i) “Wh o

a prvi izvod | _
W' () = s — y295- NG a0
Sada jednacinu (8) mozemo zapisati u obliku

aw
> W'(z) +aW(x)=0 = W —aydz.

Integracijom gornje diferencijalne jednacine u granicama od xy do z1, imamo

= nW(xl)—— xla x)dx
InW(z)[}' =1 W)~ / 1(z)de,

odnosno, stavljajuc¢i x umesto x; dobijamo trazenu formulu
W(zx) =W(zg)e Jag ax(®)dt
O

——j Teorema 5 Neka je determinanta Vronskog W (x) sastavljena od funkcija
y1(x),y2(), . .., yn(x) koja su resenja homogene jednacine (4) nad intervalom
D. Ako je determinta W (x) razlicita od nule u nekoj tacki xo iz D, tj. W (xo) #
0, tada je W(x) # 0 za svako x iz intervala D.

Dokaz. Na osnovu formule Ljuvil-Abela (7), imamo da je 7 ]
o - ek 9
W) = Wa)e om0 =%, 7

gde je po pretpostavci teoreme W(xg) # 0. Kako je eksponencijalni izraz
e Jeo 1M pazlicit od nule za svako x iz D, sledi da je 1 W(z) razlicito od
nule za svako = € D, §to je i trebalo dokazati. O

Iz teorema 3 1 5 lako sledi sleé¢a teorema.

"\> Teorema 6 Neka je determinanta Vronskog W (x) sastavljena od funkcija

y1(z),y2(x), ..., ys(x) koja su linearno nezavisna resenja homogene jednacine
(4) nad intervalom D. Tada je W (z) # 0 za svako x iz intervala D.
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Sledec¢a teorema je posebno vazna, jer govori o opstem resenju homogene
diferencijalne jednacine n-tog reda.

.

Lle_oqrg[\nﬂjl\feka su funkcije yy (), y2(2), . . ., yn(x) linearno nezavisna resenja,

nad intervalom D, homogene diferencijalne jednacine
Y™+ ay(2)y" Y 4+ ay(@)y™ D + L+ a1 (2)Y + an(z)y = 0,

gde su ai(x),as(z), .. neprekidne funkcije nad D. Tada je

y=Ciy1 + Coyp + ... + Cryn,

(9)

gde su Cy,Cs, ..., C, proizvoljne konstante, opste resenje te jednacine nad D.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2 sledi da je funkcija (9) resenje homogene jed-
nacine za svaki izbor konstanti C, Cy, ..., C,. Da bi funkcija (9) predstavljala
opste resenje, potrebno je jos pokazati da za svaki dati pocetni uslov

y(zo) = Ao, ' (z0) = As, ... 7?/(7171)(1’0) =A,_1,

gdesuxy € D,a Ay, Ay, ..., A, realni brojevi, mogu se jednozna¢no odrediti
konstante
(Clv 027 s 7Cn) = (0107 C(207 LRI Cn0)7

tako da resenje (9) zadovoljava pocetni uslov. Uvrstavajuéi dati pocetni uslov
u (9) dobi¢emo slededi linearni sistem jednacina kvadratnog formata

Ciyi(zo)  +  Coya(xo)  +...4+  Cpyn(o) = Ay
Cryi(zo) 4+ Coyh(xg) +...4+  Cuy.(x0) = A

Clyyl_l)(xo) + C2yén_l)($o) +...+ Onyo(zn_l)(xo) = A1,

gde su C1, Oy, . .., C, nepoznate sistema. Determinanta ovog sistema Dy je jed-
naka Vronskijevoj determinanti sastavljenoj od funkcija y; (), y2(2), . . ., yn(x)
u tacki xg, dakle mozemo pisati

y} (o) y;(-??o) e ?/7(900)
D, = W(z) = yl(fco) yz(fo) yn(‘xo)
(o) 8 Vo) oy (a0)

Na osnovu teoreme 6 sledi da je W (xg) # 0, odnosno linearni sistem je odreden,
a to znaci da trazeno jedinstveno resenje postoji. O


PC
Pencil


14

0.2.2 )Homogene linearne diferencijalne jednacine viSeg
reda sa konstantnim koeficijentima

U ovom odeljku ¢emo posmatrati homogenu diferencijalnu jednacinu n-tog

reda U & % (12
v +ary" a4+ a1y + any =0, (10)
gde su sada ay, as, ..., a, realni brojevi, odnosno konstante. Na osnovu teore-

me 7, za odredivanje opsteg resenja jednacine (10) potrebno je naci n linearno
nezavisnih reSenja ove jednacine. Da bismo _tg postigli, pretpostavicemo da
reSenje od (7) mozemo izraziti u oblik gde je A nepoznata konstanta.
Tada ova funkcija mora da zadovoljava diferencijlanu jedna¢inu, pa zamenju-
juci

y = e}\l” yl _ /\BMC, yl/ _ )\26)\:5’ o ’y(n) — )\ne)\:c
u jednacinu (7), dobi¢emo

(A" 4+ e A" a4 4 a,)eM = 0.

Kako je e’ #£ 0, iz prethodne jednacine sledi

/\”+a1>\”_1 +a2)\"_2+... +a, = 0, (11)

koju nazivamo karakteristi¢na jednacina za homogenu jednacinu (10). Ka-
rakteristicna jednacina je polinom n-tog stepena koja ima n korena (nula),
racunajudi i visestruke korene, koje ¢emo obeleziti sa A\, Ao, . .., \,. Svaki koren
odreduje jedno fundamentalno regenje jednacine (10): y; = e*®, i = 1,2,...,n.
Razume se da koreni A; mogu biti realni ili kompleksni, i u oba slucaja jed-
nostruki ili visestruki. To nas navodi da razlikujemo cetiri sluc¢aja u zavisnosti
od prirode korena.

Slucaj 1. Ako je A realan i jednostruki koren karakteristicne jednacine
(11), onda je odgovarajuée fundamentalno resenje oblika

e )<

Dokaz da na ovakav nacin dobijamo linearno nezavisna resenja, tj. fundamen-
talni skup resenja, ¢emo dati samo u slucaju jednacine drugog reda: y” + a1y’ +
asy = 0. Neka su A\; i Ay dva razlicita i realna korena odgovarajuce karatete-
risticne jednacine. Tada su reSenja jednacine formirana na predlozeni nacin
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oblika y; = eM” i y, = €%, Vronskijeva determinanta sastavljena od ovih

funkcija ima sledec¢i oblik

Atz
AeMT Apeter | T (A1 — Ag)eriia)r,

W(z) = ‘ Zy/igﬂﬂ) ya(z) ‘ _ ' MT g

Posto su e®1H22)2 £ (0 \; £ )y, sledi da je W(x) # 0 za svako z iz R, tj.
funkcije y; () 1 yo(z) su linearno nezavisne na osnovu teoreme 3.

Slucaj 2. Ako je A realan koren visestrukosti 7 (A\; = Ay = ... =\, = A),
onda su odgovarajuca fundamentalna resenja oblika

GAI, IL'G)\x, $2€/\x"”’xr—16)\x.

Sliéno kao u slucaju 1, zi)og jé?ihostavr?osti, dokaz o linearnoj nezavisnosti raz-
matramo samo za homogenu jednacinu drugog reda vy’ +a1y'+aoy = 0. Ako je A
dvostruki realan koren ove jednac¢ine, onda su resenja formirana na predlozeni
nacin oblika 1, = e i yo = ze*®. Da je yo = e’ zaista resenje homogene
jednacine dokazuje se direktnom zamenom u tu jednacinu. Za odgovarajucu
Vronskijevu determinantu vazi

Wi(x) = e e = e £ () zasvako z € R
T (T4 aN)e | T v ’
,

odnosno funkcije y; i yo su linearno nezavisne.

Slucaj 3. Ako je A = a+i3, 8 # 0, jednostruki kompleksan koren jednacine _
(11), tada su odgovarajué¢a fundamentalna resenja oblika N F Lyt

. ) "a =€ -
“eosPr 1 e sin . B
Napominjemo da kompleksni koreni uvek ja\?ljaju u paru, kao konjugovani o~ if"
kompleksni brojevi, a 4+ ¢4 i a — if8. Prvo ¢emo pokazati da su formirana = C C =
reSenja y; = e*¥ cos fr i yo = € sin fr zaista i reSenja homogene jednacine.
Kao i do sada, razmatrac¢emo jednacinu drugog reda. _ C ( oo -C
‘%

Teorema 8 Ako jey = u(x)+iv(x) resenje homogene diferencijalne jednacine (‘:

y" + a1y + asy = 0, onda su funkcije y; = u(x) i yo = v(x) takode resenja te = e %) r, +1 E glhl}
jednacine. " "

Dokaz. Ako uvrstimo y = u(z) +iv(x) u datu homogenu jednac¢inu, dobi¢emo w(A (7))

(u+10)" 4+ a1 (u+iv) + as(u+iv) = (v + a1u’ + agu) +i(v" + a10" + agv) = 0.


PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil


16

Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dela kompleksne funkcije nuli, imac¢emo
" / o . " / o
u +auw +au=0 i v'4+av +aw =0,

sto je dokaz da su y; = u(x) i yo = v(x) takode resenja polazne homogene
jednacine. O

Znamo da je y = e = el@th)T — 0% co5 B + ie2® sin f reSenje homogene
jednacine y” + a1y’ + asy = 0. Tada, na osnovu teoreme 8, to su i funkcije
Yy = e** cos Bx 1 ys = e sin fx. Ostaje jos da pokazemo da su funkcije y; 1 yo
linearno nezavisne. Odgovarajuc¢a Vronskijeva determinanta u ovom slucaju je

A
:ﬁ€2am’ é 7#—0

gde iz pretpostavke da je § # 0 sledi da je W (x) # 0 za svako z iz R, dakle
funkcije y; 1 y2 su linearno nezavisne.

Slucaj 4. Ako je A = a4+ i, B # 0 kompleksni koren visestrukosti r
(r > 1) jednacine (11), tada su ogovarajuéa 2r fundamentalna resenja oblika

e cos fx e sin fx

W(z) = e (acos fxr — Bsin Bz) e**(asin fx + [ cos 53:\

e® cos B, xe“cospPx,...,x" te*cos Pz,

e“sin fx, xe“sinfx, ...,z  te®sin Bz.

Zbog slozenosti dokaza, ovde ne¢emo razmatrati linearnu nezavisnost pre-
dlozenih reSenja.
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