Univerzitet u Novom Sadu

Fakultet tehnickih nauka

PREDMET: MATEMATIKA 2 (20.M106)
STUDIJSKI PROGRAM: Masinstvo

BELESKE SA PREDAVANJA

Ojlerova diferencijalna jednacina
Primeri primene diferencijalnij jednacina

Radna nedelja br. 12

Prof. dr Tibor Lukié



Sadrzaj prezentacije se oslanja na slede¢u publikaciju:

Tibor Luki¢, Vladimir Ili¢, Ivan Proki¢, Jelena Duki¢, MATEMATIKA 2 -
integralni racun 1 diferencijalne jednacine, knjiga u pripremi, 2021.



Beleske



4

—> @ Ojlerova diferencijalna jednacina

Jednacine koje ¢emo razmatrati u ovom odeljku pripadaju klasi linearnih
diferencijalnih jednacina viseg reda sa promenljivim koeficijentima koje imaju
osobinu da se odgovaraju¢om smenom mogu svesti na jednacine sa konstantnim
koeficijentima.

Ojlerova diferencijalna jednacina n-tog reda je oblika

(ax + b)”y(”) () + Ai(ax + b)”_ly(”_l)(x) +.. F+ Ay = f(x), (1) (‘J [xl - 7

gde sua # 0, bi Ay, Ay, ..., A, realni koeficijenti. Primetimo da je stepen
. ~ . . . .o t -
linearnog ¢lana ax + b jednak redu izvoda ispred koga stog. et b

Posmatrajmo smenu _—

- L=l

gde je t nova promenljiva. Cilj nam je da datu jednacinu (1) napisemo u funkeiji
od nove promenljive t. Najpre ¢emo izraziti izvode od y po t-u:

_dy_dy dt_, a

/ @y or _ —t 1
y'(z) = de dt dx Ye ar + b ac Yo
dy  dy dt d _ a _ by -
y'(e) = o= = - oo = o (ae ) — 3 = e ‘a —ye~'a)e"a,

odnosno
y'(x) = a®e™* (g — yp),
slicno dobijamo i

y'"(x) _ dy” _ dy” i ﬁ — a36_3t
dz dt dx

Postupak za odredivanje ostalih izvoda vV, ¢V, ..., y™ se moze nastaviti na
slican nacin. Kada u Ojlerovu diferencijalnu jedna¢inu (1) uvrstimo dobijene
izvode v/, y", ..., y™ dobi¢emo linearnu diferencijalnu jednacinu sa konstant-
nim koeficijentima u odnosu na novu promenljivu ¢. Takva jednacina se dalje
moze resiti na nacin opisan u odeljku ??. Primetimo da bi bilo ispravnije uvesti
novu oznaku ¢ za oznacCavanje funkcije posle uvodenja smene
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medutim, zbog jednostavnijeg zapisa, umesto ¢(t) pisemo y(¢) ili samo y. 4)(-9\ = 2
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< : Qj Partikularno resenje trazimo u obliku sto zamenjeno u jednacinu (2)

oL'r\l\ = daje
@ Af' — 54 + 6AJ = &,
=" odnosno A = % iy, = %et. Opste resenje (pomocne) jednacine (2) je oblika
¥

@Naéi opste resenje diferencijalne jednacine (w—= l)

axil = X

z2y" — day + 6y = . =)
Diferencijalna jednacina je Ojlerovog tipa (a = mdimo smenu

Tada imamo da je
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Sto zamenjeno u polaznu jednacinu daje . .ﬁ' C‘k + 6 ka - &
yi — by, + 6y = ¢, @ QD
NS

Sto predstavlja linearnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima ¢ije je opste
reSenje u obliku y = v, + y,. Koreni odgovarajuce karakteristicne jednacine
N2 BN F6=0su) =2i)\ =3, paje

P, covdx s Sl 0
(0 K Q, i ~) yn = Cre” + Coe™.
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Yy = 01€2t + 0263t + —et,

2
a vra¢anjem smene x = e’ dobijamo trazeno reSenje polazne jednacine
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Primer 2 (Trenutna brzina tela u slobodnom padu) Telo mase m slo-
bodno pada pod dejstvom gravitacione sile, savladajuci otpor vazduha. Odrediti
trenutnu brzinu tela v(t), gde t oznacava vreme. Znamo da je v(0) = 0.
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Primer 3 U donjem delu velikog rezervoara ima 100l vodenog rastvroa od 10kg
soli. Voda utice u rezervoar brzinom od 3l uw minuti, a rastvor iz njega istice
brzinom od 21 w minuti, pri cemu se mesanjem odrZava jednaka koncentracija.
Koliko soli ¢e biti u rezervoaru po isteku jednog sata?
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