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Sadrzaj prezentacije se oslanja na slede¢u publikaciju:

Tibor Luki¢, Vladimir Ili¢, Ivan Proki¢, Jelena buki¢, MATEMATIKA 2 -

integralni racun 1 diferencijalne jednacine, knjiga u pripremi, 2021.

L fC{f:i [7[/(%1”&—

&“(K\) xela, k)

j{—cﬁ) v Z F (<) + ¢ f{—”‘) Ox =
Flix = (- =) N

N Jcnter)dy = L 6fpe|

L =t '=‘31C,}<TJJC
dx o dX_
S

C”Bf'dzi:ijc/)‘t AU]&:

A

SnBuoA-.

4 S \\/L't"vl

_

L

4 .

= — S Ik C
2
"


PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil


’Z.

R(x) - ~ T
7T -3%+
PAEATINNCD, TPine CHx
Ay, %] — ﬁ_m =% X
Oy (1) =S T33!
3 L2

0.1 Integracija racionalnih funkcija

Racionalna funkcija je koli¢nik dva polinoma

_ P,()
Qm(z)’

gde su P,(x) i Qn(x) polinomi n-tog i m-tog stepena, respektivno. Ako je
n < m, onda je R(zx) prava racionalna funkcija. U suprotnom, kada je
n > m, R(x) je neprava racionalna funkcija. Medutim, na osnovu teoreme
o deljenju dva ne-nula polinoma, imamo da svaku nepravu racionalnu funkci-

ju, posle deljenja polinoma P, (z) polinomom Q,,(z), moZemo svesti na zbir
T (x)
Qm ()’

R(z)

polinoma koli¢nika S,,_,,(z) i prave racionalne funkcije odnosno

Ti(x)
Qm(x)’

gde je I < m. Otuda integral neprave racionalne funkcije R(x) dobija oblik

/ R(z)dz = / Sm(@) d + / 521(2) dz.

gde je p < n. S obzirom da se integracija polinoma S,,_,,(z) izvodi direktno
(koriste¢i osobine 3 i 4 neodredenog integrala), ostaje nam jos samo da po-
kazemo kako se vrsi integracija prave racionalne funkcije. S tim u vezi, znamo
da svaka prava racionalna funkcija moze predstaviti u obliku zbira parcijalnih
ili prostih razlomaka, tj. racionalnih funkcija oblika

R(x) = Sp_m(z) +

A ; Bz +C
(x—a)k = (22 +px+qm

gdesu A, B,C,a,p,q €R, k,m € Nip*—4q < 0. Iz ovog sledi da problem in-
tegracije prave racionalne funkcije se moze svesti na integraciju odgovarajué¢ih
parcijalnih razlomaka. U nastavku ¢emo pokazati da je integracija svih tipova
parcijalnih razlomaka moguca, odnosno da je moguée odrediti intergal svake

racionalne funkcije.
A
/ dx,
r—a

SEvk: Y—A = t

19 Intgeral oblika
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reSavamo smenom x — a = t. Tada je dx = dt, a za integral dobijamo

dt
[:A/7:Aln]t\—i—C:Aln\x—a\—i—C, za T # a.

Integral oblika
A :
/mdl’, gdeJe ]{322,

se reSava smenom x — a = t, odnosno dr = dt. Tada imamo

dt t_k+1
I=A[| -=A]tFdt=A
1 / % ¢

A .
= TG _ap T slele v

Ovaj tip integrala ima slede¢i opsti oblik

Br+C
/( 2+x++ e, P =g <0, meN,
22+ pr+ q)"

gde uslov p? — 4¢ < 0 implicira da se u imeniocu podintegralne funkcije
nalazi kvadratni trinom 22 + px + ¢ koji nema realnih nula, odnosno ne
moze da se rastavi na proizvod linearnih faktora. Ovaj kvadratni trinom
uvek mozemo napisati u kanonickom obliku

2 2
Prprtg=(v+2) +a- " 2

2
. e e Lqe1 by
gde je g — % > (. Koristec¢i ovu ¢injenicu, opsti oblik integrala mozemo N 2

napisati u obliku 0], - f/ 7 Q
L\
B
/ x+C = i
((+ 872+ (g = T)"
D

odakle uvodenjem nove promenljive t = x + £ imamo:

[T a=e [y (%) [wior ©

—_——
Im
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Prvi integral se resava smenom z = t? + D, dok kod drugog integrala I,,,
mogu nastupiti dva slucaja:

a) zam = 1, integral I,,, se svodi na tablicni integral [; = %-arctg \/LE
jer je D > 0 (zbog uslova p* — 4q < 0);
b) za m > 2 primenjujemo parcijalnu integraciju

u = ; = du J— _m(t2 + ‘D)m_l i 2t — _Zm;
- (2+ D) B (2 4+ D)*m B (2 4+ D)ym+1

dv = dt =0v=t,

odakle imamo

I —/ dt = t +2m/—t2
") (#2+D)"  (2+D)m (2 + D)™
t t?+D—-D
— —(t2 D) + 2m/—(t2 N D)mH dt
t 2+ D dt
- 42m | —"— _gt—2mD [ ————
2+ Dym + m/ (t2+D)mH m /(tQ—i—D)mH

t t dt
- 4o | —— oD [ ——
W+DW+7¢/W+DY‘ mu/W+DWH

t
=-———+2ml, —2mDI,, ;.
@+Dyn " M m
Resavanjem poslednje rekurentne veze po [,,; dobijamo
t 2m — 1
]m+1 - m ]my

2mD(t? + D)™ * 2mD

odnosno nakon smanjivanja indeksa m za 1 slede¢u rekurentnu for-
mulu:

[ t n 2m —3 I
™ 2(m— 1D+ D)ym' " 2(m—1)D ™"

0.2 Integracija iracionalne funckcije

U ovom delu ¢emo posmatrati integraciju funkcija kod kojih se nepoznata
promenljiva nalazi pod znakom nekog korena, odnosno argument je iracio-
nalne funkcije. Odredene tipove integrala iracionalnih funkcija mozemo resiti
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svodenjem odgovaraju¢om smenom na integrale racionalnih funkcija ili direkt-
no na tabliéne integrale. U nastavku ¢emo obraditi upravo nekoliko takvih

10

20

oblika integrala iracionalnih funkcija. 4 '
o~ x +o) 2 Ax t L
f[\ K 4 CI e
Integral oblika CX

" . P
ar+b\" ar+b\ " 'S _ 1 =
/R(x’(cx—l—d) ’”"<cx+d) )dx’ 1 L 2

gde su R racionalna funkcija vise promenljivih, 2 \ ax &L <77§)
rlzﬂ,...,rm:p—me(@ CX 4+l —
q1 dm
iad—bc # 0. Ako je p nagmangi zajednicki sadrZalac brojeva gy, qo, - - ., Gm,
tada se integral smenom
_ar+b 3 x L
/') N}Sﬁ_ﬂ“?’u o cx+d’ _ xX N6
odnosno j ; <
W=~ 1), do= (o e
xr = = T = :
a— ct? ’

svodi na integral racionalne funkcije

/Rmmwy”ﬁwf@ﬁ:/m@ﬁ

gde su sada vrednosti pr;, « = 1,2,..,m celi brojevi, a to znaci da je
dobijena podintegralna funkcija, oznacena sa R;(t), racionalna po pro-
menljivoj t.

Integral oblika

/ dx (2)
var?+bx +c
gde je P, polinom n-tog stepena po x ima poznat oblik primitivne funkci-
je u kojoj se nalaze neodredeni koeficijenti koje treba izra¢unati. Naime,
odgovarajuca primitivna funkcija je oblika

T = Qn_1(x)Vax? +b:v—|—c—|—)\/

/\/ax2+bm+c \/ax2+bx—|—c()
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gde je A neodredeni koeficijent, a @), _1(z) polinom sa neodredenim ko-
eficijentima stepena (n — 1). Diferenciranjem, iz prethodnog identiteta,
dobijamo

P,(x) , 2ax + b
=0Q (x)Var?+bxr+c+
var? +bx +c Qua (@) 2vax? +bx + ¢

1
+A ,
vax?+bx +c

odnosno mnozenjem jednakosti sa 2v/ax? + bx + ¢, imamo

2P, (z) = 2Q),_,(x) - (az® 4+ bx + ¢) + (2az + b) + 2.
Dalje, izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuée stepene polinoma
na levoj i desnoj strani odredujemo vrednost za A i nedredene koeficijente

polinoma @,,_1(z). Odavde, zamenom dobijenih koeficijenata u identitet
dx

vax?+bx +c

govarajudi tabliéni integral, pocetni integral (2) je u potpunosti odreden.

(3) i svodenjem integrala pogodnim smenama na od-

Integral oblika

/Pn(:c)\/ ax? + bx + c dz,

P,(z)(ax?® + bz + )
var? +bxr +c

se svodi na

transformacijom P,(x)Vaz? + bx 4+ ¢ =

integral oblika
Qn+2($)
vVar? +bxr +c

koji se reSava na nac¢in opisan za integral oblika 2°.

dx,

Integral oblika

/ . eN
, N ,
(x — )" - Vax? +br +c

1 ) .
se smenom r — o = 7 odnosno r = n +aidr = 2 svodi se na



integral
dt
e
(x —a)" - Vaz®+ bz +c 1 \/m
tn 2

_ "t
Vdt? + et +a’

$to je ponovo poznati integral oblika 2°, gde su koriséene oznake d =
ac® +ba+cie=2aa+b.

0.3 Primeri

0.3.1 Integral racionalne funkcije

1. Resiti sledece integrale:

-

Resenje: Podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija i mozemo
je integraliti metodom neodredenih koeficijenata. Najpre polinom u ime-
niocu ove funkcije rastavljamo na proste ¢inioce, 7% —4 = (z — 2)(z +2).

Stoga, trazeni integral mozemo zapisati kao dx
& s P (@—2)(z+2)

Racionalnu funkciju dalje rastavljamo na zbir parcijalnih razlomaka
1 A B
@—2(@12) 2-2 242
gde su A i B koeficijenti koje odredujemo. Mnozeci poslednju jednakost
sa (z — 2)(x + 2) dobijamo
1 = A(x+2)+ Bz —2)
1 = z(A+B)+2A—-2B

Izjednacavanjem koeficijenata koji stoje uz x i 2° na levoj i desnoj strani
dobijamo sistem

I

A +B=0 = B=-A4, B
2A—-2B=1 = 24+2A=1, A

1
1



Prema tome, dobili smo L = L — L .
(x—=2)(x+2) 4(x—2) 4(x+2)

Sada mozemo resiti dati integral

/<x—2>1<x+2> = /(4<x1—2>‘4<x1+2>) o
- i/xcix2_}1/xdf2

1 1 1
= Zln|x—2|—11n|x+2|+C:Zln

xr— 2
T+ 2

REC

2+ ad+1 PG\
b ———— dx = = e =" & -Q,
(b) / 22(22 + 1) \(;-‘Tl::\ [ (<) Yy NECZAYN nwe . > ?C 2 Y )
Resenje: U pitanju je integracija neprave racionalne funkcije (stepen
polinoma u brojiocu je veéi od stepena polinoma u imeniocu) te je prvo
potrebno podeliti polinom z° 4+ 2 + 1 polinomom x?(z? + 1) = z* + 2.
Deljenjem dobijamo koli¢nik = i ostatak 1, te pocetni integral mozemo

zapisati kao )Lg | :g'>4_ q (5('14,71): X
— s
1 B dz XKo=—x —
/<x+w%ﬁ£®)dx‘/5dx+/x%ﬁ+w oo 2 H

Sada se zadatak svodi na reSavanje integrala prave racionalne funckije [ZoL\ E’N ¢ =X
1

22(x? + 1)
je nesvodljiv u skupu R), pa funkciju predstavljamo kao zbir parcijalnih
razlomaka na sledeéi nacin: — v (x h - 7(2 ) #
1 A B Cx+D
= —+ =5 +— /-2 (x? 4+ 1) \U/

x2(z2 4+ 1) r  x? x?41 5
| = Ae(@®+ 1) +B@+ 1)+ (Cot D) T FEFEN o

2 4 2
| = 2HA+O)+2*B+D)+aA+B Y X %
A

Izjednacavanjem koeficijenata uz stepene promenljive x dobijamo P 2 RVA

RS
B=1], [A=0], A+C=0 = [C=0], B+D=0 = [D=1]. L

L=A
A=O -1

— A=
ByD=0 C-__> (_el
Arvc —O D =21

. Imenilac ove funckije je faktorisan na proste ¢inioce (22 + 1 S

5
A X AN =
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1 1
———dx = — d
/xg(ﬁ—kl) * / /x2—|—1 o

= —— —arctgz +C
T

Vra¢anjem u pocetni integral dobijamo

¥+ ~|—1 2 1
/12(x2+1 /xda:—l—/xsz :?—;—arctga:—l—C

1

x2(2?2 + 1)
na zbir parcijalnih razlomaka smo mogli skratiti uocavajuéi da je

NAPOMENA: Postupak rastavljanja racionalne funkcije

14 a2 B r? 41 x? 1 1
222 +1)  22(22+1) 22(22+1) 22 2241

0.3.2 Integracija nekih tipova iracionalnih funkcija

1. Resiti sledece integrale:

+L
% :K'i'/] J 1’3: A/}S{?.l’]g:

(a)/ Vetl+2 7 +c
(z+1)—vVr+1 -t’lP_: X+

(z41)2 42
(2 + 1) = (z+1)2
Pojavljuju se (z 4+ 1)2 i (2 + 1)! (imenioci cksponenata su 2 i 1), pa je
p=NZS{2,1} = 2. Stoga, za reSavanje ovog integrala koristimo smenu
z + 1 = t%, odakle imamo

ResSenje: Trazeni integral mozemo zapisati kao /

o// r = t*—1

der = 2tdt
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Dalje, pocetni, integral zapisujemo i reSavamo na slede¢i nacin
x

/—“’“” e [ 12
()1 — (2)2 N 12—t - IV TEGRAL RALI DUAL ) =
Fu Clee N E
t+2 t—1+3 c |

dt
:2./dt+6. =246t~ 1]+ C

=2-Vr+1+6-In|vVe+1-1/+C.

" |
dx

1

()2 + (2)3
lazimo da je p = NZS{2,3} = 6. Smena koju uvodimo -mo % (’
imamo da je dxr = 6 - t° dt. Dalje resavamo na slede¢i nacin —./-/'-'7 + = 7

L/lkl_. RPL.€(\ 1N\ .

ResSenje: Dati integral mozemo zapisati kao / , odakle na-

6-t° dt t° dt ﬂﬁ
g =0 [ 35 =0 2t+1) — L\
(%)2 + (t%)3 t5+1 22t N vPht
- 2
311 341 " 1\ =
:@/ti dt:6./t+ d—g. [ . h‘_—’{'\
t+1 t+1 t+1
D2 —t+1 —
:6./(t+ (-t >dt—6- _dt €~
t+1 t+1
t3 2
=6-——6-— —6-1 1
=6- 3 6 - 24%% 6 - In|t + 1]

=2Vr —3Yx +6yr —6-In|Yz + 1]+ C.

3. Resiti integrale:

=)
. 422 + 5+ 1 . _ P (x “
|§»< 1
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)0&-’\

[ g, ,@HLN;TAX /D
12 &\ N\ =

Resenje: U brojiocu podintegralne funkcije imamo polinom po z drugog
stepena, stoga je u nasem slucaju polinom Q(z) prvog stepena, odnosno
ax +b.

42 1
! v ort dr = (ax +b)Va? + 1+ A

dz
; \/T /\/IQ:—H

Da bismo odredili koeficijente a, b i A izjednacavamo izvode leve i desne
A strane ove jednakosti.

- ~(J(7+-’l\lc 42% +5x + 1
g3 NEAR —x2+1 a-Vz?2+1+ (ax+0b)- 2 _x2 x2 /r—

] Pomnozi¢emo jednakost sa v/ a2 + 1, ¢ime dobijamo

I

—_—

/< )
%\S;CL_{:L 4 +5x+1=a- (2> +1)+ (ax +b) -z + A ra i —
-s &

PR

Izjednacavanjem koeficijenta uz odgovarajuce stepene promenljive x do-
bijamo

Lts 2a:4—>|a:2;)\_bﬁ a+)\=1—>i)\=—1 l

Odredili smo nepoznate koeficijente, pa pocetni integral mozemo zapisati

42 +5r+1=2%(a+a)+zb+a+ A

4% + 5+ 1
sl dr = (2x + 5)Va? + L/:/\/T

o\
RO T
= (20 +5)Va2+1—Injx+Vx2+ 1|+ C U/g;v/ :

b) /\/x2+x+1dx

ResSenje: Primetimo prvo da dati integral mozemo zapisati kao

vat+ar+1 2 1
/m ¢4+ x+1 l’ +Z)§+ de
\/$2+x+1 Vil taot1
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Na ovaj integral primenimo gore objasnjeni postupak.

vhetl ( +b)m+A/ d d
-~ dr=(ax 2+ S — —
vVaei+r+1 Vei4+r+1 dz

2 +x+1 2+ 1 1
= e Va4 (artb + A
Viz+ar+1 ( )2\/x2+x—|—1 Vz+x+1

Mnozimo obe strane jednakosti sa 2v/x? + x 4+ 1 i dobijamo

22 + x4+ 1) =2a(z* + v+ 1) + (ax + b) (22 + 1) + 2\
20% + 21 + 2 = 2*(2a + 2a) + z(2a + a + 2b) + 2a + b+ 2\

1 1
4a:2—>a:§; 3a—|—2b:2—>b:1; 2a+b—|—2/\:2—>/\:§

Sada je
24+ r+1 <1 1) 3 dx
T gr=(za+- \/x2+a:+1+—/—
Vri+r+1 2 4 8J) Vax2+zr+1
2 1 3 d
-z M+§/ = — ()
@/(334—5)24—1

Uvodenjem smene x + % = t, dv = dt, poslednji integral se svodi na

dt
/ ———, koji je tabli¢ni i iznosi In|t 4 4/t + 2|. Dobijamo da je
242

(%) = 2x

1 3 1
: \/x2+:v+1+§ ln|x+§+\/x2+w—|—1|+0.
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