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Glava 1

Odredeni integral

1.1 Definicija i osobine

Odredeni ili Rimanov! integral predstavlja jedan od najvaznijih pojmova
matematicke analize.

1.1.1 Definicija odredenog integrala

Neka je f(x) funkcija koja je definisana i ograni¢ena na zatvorenom inter- _
valu [a, b]. Podelimo interval [a, b] na proizvoljan nac¢in na n delova deobnim

tackama x;, 1 =0,1,2,...,n, tako da je -
X oxz Kpoy K¢

Aa=Tg<T1<x9<...<x,, =0. —_—tt—

AK=Kp N b= Xu
Oznac¢imo sa Ax; = x; — x;_1 duzinu podintervala [z;_1,x;] i u svakom ovom AX
podintervalu na proizvoljan nacin izaberemo tacku &; € [z;_1,x;], videti sliku 1
1.1. Zbir formiran na sledeéi nac¢in
(&) Az + f(&)Azy + .. + (&) Day = Z [(&) D, 'El

zovemo integralna ili Rimanova suma funkcije f(x) na intervalu [a, ).
Odredeni integral definisemo kao graniénu vrednost integralne sume (ako
postoji!) kada masimum duzine podintervala Ax; tezi nuli, nezavisno od podele

!Georg Friedrich Bernhard Riemann - nema¢ki matematicar, 1826-1866
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Slika 1.1: Geometrijski prikaz formiranja integralne sume.

intervala [a,b] i izbora tacaka ;. Odredeni integral funkcije f(x) na intervalu
[a, b] zapisujemo na slededi nacin

b n
[ 1@ as IS MGLE
i kazemo da je f(z) integrabilna na [a, b| ako grani¢na vrednost postoji. Broj
a naziva se donja granica integracije, dok je b gornja granica integracije.
Sledeé¢u teoremu i njenu posledicu o egzistenciji odredenog integrala navo-
dimo bez dokaza.

Teorema 1 Ako je funkcija f(x) definisana, ogranicena i ima konacno mnogo
tacaka prekida na intervalu |a, b, onda je f(x) integrabilna na intervalu |a, b].

Posledica 1 Neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu je integrabilna na
tom intervalu.

1.1.2 Osobine odredenog integrala

Na osnovu definicije odredenog integrala, lako se mogu pokazati sledece
osobine.

1. Neka su f(z) i g(z) integrabilne funkcije na intervalu [a, b, a « i 3 kon-
stante. Tada vazi:

/ab(ozf(x) + Bg(x)) dz = a/ab f(x)dr + ﬁ/abg(x) dr.



2. Neka je f(z) integrabilna funkcija na intervalu [a, b]. Tada vazi:

/abf(x)das:—/baf(:v)da:

3. Za proizvoljnu funkciju f(z) vazi da je

[ sy

4. Neka je f(x) integrabilna na intervalima [a, b], [a, c] 1 [b, c]. Tada vazi:
/f m_/f m+/f
5. Neka je f(z) integrabilna na intervalu [a,b], a m = 11[1fb]f( x)i M =
rE|a

sup f(x). Tada vazi:
z€la,b]

b
m(b— a) §/ f(x)de < M(b—a).

6. Neka su f(z) i g(x) integrabilne funkcije na [a.b] i neka je f(x) < g(x)
za svako z € [a, b]. Tada vazi:

/be(x)dxjg /Cbg<x)dx.

Teorema 2 (Teorema o srednjoj vrednosti integrala) Neka je f(x) integrabilna
i neprekidna funkcija na intervalu [a,b]. Tada postoji tacka & € (a,b) takva da

! /f fov-a. =) F(E) =-4~ f}mdx

Srednja verdnost funkcije na intervalu. Na osnovu definicije odredenog

integrala / f(z)dz i birajuéi ekvidistantnu podelu intervala [a, b, tako da je
h—

Az = , vazi sledec¢a aproksimacija

/f FE) 4t f(e) = (o T TG,
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Iz poslednje relacije sledi da izraz

! /bf(x) da é {—(;<36><

b—a

predstavlja srednju vrednost funkcije f(x) na intervalu |[a, b].
‘\

1.2 Izracunavanje odredenog integrala, Njutn
- Lajbnicova formula

Njutn2-Lajbnizova® formula definise jednu od najvaznijih veza u matema-
tickoj analizi. Odreduje vezu izmedu odredenog i neodredenog integrala i omo-
gucava izrac¢unavanje odredenog integrala.

Teorema 3 (Njutn-Lajbnicova teorema) Neka je f(x) neprekidna i integrabil-
na funkcija na intervalu [a,b]. Tada vazi:

"= F(b) - Pla),

a

[ = rw

gde je F(x) primitona funkcija za f(x) na [a,b], . [ f(z)dx = F(z)+ C.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju definisanu na sledeé¢i nacin:

G(z) = /xf(u) du, x € [a,b].

Pokazimo da je G(x) primitivna funkcija za f(z) na [a, b]. Na osnovu definicije

prvog izvoda sledi da je —G (X.) - _,J > {.(\Qd,.,, =J1L(\,qo.m
[N
o Ga+An) =G 1 [ [T a e
G'(a) = Jim S i ([ du [ fwan) -
4 10

2Sir Isaac Newton - engleski matematicar, 1642-1727
3Gottfried Wilhelm von Leibniz - nemacki matematicar, 1646-1716

] A > t55
= /{Au— /;1: /X/]C/u\d—\ +_/;C(u-)c(,\ —
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1 r+Ax
= lim —/ f(u) du.

NG AN

Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti integrala (Teorema 2) sledi da postoji

€ € (x,x + Ax) tako da vazi —\—k—i\5—|—

. w K+D )
G'(x) = lim ——f(&)La= lim f(€). Ax = O

Azx—0
\Ll/
f=x

Neprekidnost funkcije f(x) implicira da je

lim (&) = f(x),

Az—0
odnosno vazi da j@ tj. G(z) je primitivna funkcija za f(z). Dakle,
funkcije F'(z) i G(x) su primitivne za istu funkciju f(z), a to znaci da se mogu

razlikovati samo za konstantu, tj. F'(xz) + ¢ = G(z), gde je ¢ odgovarajuca
konstanta. Time smo pokazali da vazi:

F(x) +c:/ flu)du. = G-r7<?
Specijalno, za z = a dobijamo
F(a)+c:/ f(u)du =0,

odnosno c/:;l_lFa. S druge strane, za z = b dobijamo

N

F(b)+c= / f(u) du,

odnosno, uvr§tavanjem vrednosti za ¢, kona¢no dobijamo Njutn-Lajnicovu for-

mulu {
b
F@ﬂ@/ﬂ;;\\é’”
O
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1.2.1 Smena promenljivih kod odredenog integrala

Posmatrajmo integral fab f(z)dx, gde je f(z) neprekidna funkcija na in-
tervalu [a, b]. Novu promenljivu ¢ uvodimo pomoéu veze z = ¢(t), tako da su
zadovoljeni sledeé¢i uslovi: -

e p(a) =aip(h) = tza neke brojeve a i 3,
e ©(t) i ¢'(t) su neprekdine funkcije na intervalu [, 3],

e f(p(t)) je definisana i neprekidna na intervalu [« 5].

Tada vazi formula za uvodenje smene u odredeni integral:

A x=vw)
/f d:v—/f )dt. Jyﬁ\("(&)&i

Naime, uvodenjem smene x = u neodredenl mtegral dobi¢emo da je

/f dx—/f — F(p(t)),

gde je F(z) primitivna funkcija za f(x). Na osnovu Njutn-Lajbnicove teoreme,
dobijamo formulu za uvodenje smene

B b
| 1) O0dt = Fo(3) - Flola) = FO) = Fla) = | fla) da

1.2.2 Parcijalna integracija kod odredenog integrala

Neka su funkcije u(z), v(x), v/(z) i v'(z) neprekidne funkcije nad interva-
lom [a,b]. Tada vazi sledeéa formula za parcijalnu integraciju kod odredenog

integrala: } b )
Lumwwmwwmmlvm;;;i]

Na osnovu pravila za i1zvod proizvoda dve Tunkcije sledi

(u(z)v(x))" = u'(z)o(x) + u(z)v (z).

Primenjujuci odredeni integral na prethodnu jednakost dobija se

_ / o) do + / w0 () de,

sto dokazuje formulu za parcijalnu integraciju.
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1.3 Primena odredenog integrala 3

Odredeni integral ima Siroko polje primene koje obuhvata skoro sve oblasti
nauke i tehnike. U nastavku ¢emo se ograni¢iti samo na primene vezano za
izracunavanje nekih geometrijskih veli¢ina kao Sto su povrsina ravne figure,
duzina luka krive, zapremina i povrsina obrtnog tela.

1.3.1 Izracunavanje povrsine ravnih figura

Posmatrajmo pozitivnu i neprekidnu funkciju f(z) na intervalu [a, b]. Inte-
gralna suma odredenog integrala fab f(z) dx ima oblik

S = Z f(ﬁi)Axi,
i=1

gde je f(&)Ax; opsti ¢lan ove sume. U geometrijskom smislu, izraz f(&;)Az;
predstavlja povrsinu pravougaonika ¢ije stranice su f(&;) i Ax;, videti sliku 1.2.
S predstavlja sumu povrsina svih pravougaonika nad intervalom [a, b], $to je
aproksimacija povrsine krivolinjskog trapeza ogranicenog krivom y = f(x)
i pravama y = 0, z = a i = b. U granicnom slucaju, kada max Ax; — 0,
S postaje tacna povrsina krivolinijskog trapeza P, odnosno imajuéi u vidu
definiciju odredenog integrala sledi

ma%lgi -0 Z (&) A = / fl@

Ako za neprekidnu funkcju f(xz) > 0za z € [a,c] i f(zx) < 0 za x € [¢,b],
videti sliku 1.3 a), povrsina ogranic¢ena grafikom funkcije y = f(x) i pravama
r=a,r=>b1iy =0 se moze izracunati kao

:/acf(x)dx—/cbf(x)dx

Neka su neprekidne funkcije f(x) i g(z) takve da vazi da je f(z) > g(x)
za T € [a,b]. Povrsinu P ograni¢enu graficima funkcija f(z) i g(x), videti sliku
1.3 b), mozemo da izra¢unamo na slede¢i nac¢in

b 3 7
P= [ (#) - gla) e
Q& .
ORI A !

)

JC3/L -
< —
> 3

3 b 3{1

IR LR >
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Slika 1.2: Krivolinijski trapez odreden funkcijom f(z) nad intervalom [a, b].

Jt
f(x) f(x)
P, P
b b
Ol a , c P, X a O \ X
L g(x) h
t '\"?2 = § '\—J
\
™) b Pa Kfm -3%)) dx
Slika 1.3: Razlic¢iti oblici i polozaji ravnih figura. o

Funkcija moze biti zadata u parametarskom obliku. Pretpostavimo da
je eksplicitno zadata funkcija y = y(z), * € [a,b] zadata i u parametar-
skom obliku pomoc¢u funkcija © = z(t) i y = y(t) za to < t < t;. Neka su
A(z(tg),y(to)) 1 B(z(t1),y(t1)) koordinate pocetne i krajnje tacke ove krive i de
neka su y(¢) > 0 i #(¢) neprekidne na intervalu [to,t;]. Tada povrsinu P ogra- Xl&)=
nicenu krivom x = xz(t), y = y(¢) i pravama x = z(ty), * = z(t;) i y = 0,
videti sliku 1.4, mozemo izra¢unati uvodedenjem smene = = z(t) u integral

ff y(x) dx, odnosno Xo=xlk) =D che =< C-&)Obt‘

dx

b t " )
P:/ y(z) d:zc:/t y(w(t))i?r(?)_@:/t y(t)a(t)dt, gdeje i(t) = ‘;_t
PAR kT oese) o3 e A dtt
=R _ P = K= LE)
te (+,, tm_j Jﬂa

9 =3
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Slika 1.4: Krivolinijski trapez odreden parametarski zadatom funkcijom x =
z(t), y = y(t).

1.4 Zadaci za vezbanje

1.4.1 Odredeni integral: definicija, smena promenljivih
i parcijalna integracija

1. Izracunati sledece integrale:

(a) /1 (1—27)de

Resenje:
1 1

/(1_3;2) dx:/dx—/lxzdx

-1 1

3

T
-1 3
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Resenje:

3

1

i 1 i
1 2 1
/cos2xdx:/$ dx:§ /dw+/cos?mdx
0 0 0 0
smena : t=2x granice: r=0—=t=0
dt =2 dx xz%—ﬂf:%
dx:%dt
1 ; 1% 1 T 1 o1
:§~ /d:c—|—§/costdt :§-<x‘;+§-sint 02)
0 0
1 1
=35 (%—O)+— smg—sino :gJ“Z
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1.4.2 Povrsina ravne figure

1. Odrediti povrsinu figure ogranicene slede¢im krivama:

-——? (a) parabolom y = z? i pravama z = —1, z = 2 i x—osom.

ResSenje: Figuru ¢iju povrsinu trebamo odrediti predstavljena je

2,
4 o F¢j < dx
-1

N

-1 O 2 X

x=-17 x=2
Slika 1.5: Figura u ravni iz zadatka pod (a).
kao osenceni deo ravni na Slici 1.5. Kako je figura ogranicena pra-

vama r = —1 i 2z = 2, pri ¢emu je y = 22 > 0, tada je trazena
povrsina figure odredena na slede¢i nacin:

2

3

x

P = 2 de = ==
/;1: tT3

-1

2 28 (—1)3_8+
-1 3 3 3

\) (b) sinusoidom y = sinz i x—osom za 0 < x < 27.

Resenje: Trazena povrsina sastoji se od povrsine P, : z € [0, 7], y =
sinz > 0, i povrsine Py, : = € [m,27], y = sinz < 0 (Slika 1.6).
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Shodno tome, imamo sledece:

T 2m
P:Pfr—i—P_:/sinxdx—/sinx dx
0 us
g 2 g 2m
= —CoszT —(—COSZE ):—cosx +cosw
0 s 0 s
= — (cosm — cos0) + (cos 2w — cos )
:—(—1—1)+(1—(—’1))=2+2:%
T 21
»f P:[s\mcix— g'\gﬂc&)(
& 0
P
y=sinx
0 m o1 X
P

Slika 1.6: Figura u ravni iz zadatka pod (b).

} (c) parabolom y = 2z — % i pravom y = —x.

Resenje: Figura ¢iju povrsinu trazimo predstavlja osenceni deo rav-
ni na Slici 1.7. Kako bismo odredili interval integracije, prvo treba
odrediti presecne tacke grafika funkcija koje ogranicavaju posma-
tranu figuru. Otuda, njihovim izjednacavanjem imamo

2

2 —1'=-—r3r—1"=02B8-2)=0<2=0,1=23,
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2

y=2x-X~

Slika 1.7: Figura u ravni iz zadatka pod (c).

§to, zajedno sa 2x — 2% > —x za z € [0, 3], daje sledece:

3 3
P:/[Qas—:v—— / 20 — a2 + 1)) dx
0 0
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Beleske
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