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0.0.1 Izracunavanje povrsSine omotaca obrtnog tela

Neka su funkcije f(x) i f'(z) neprekidne na intervalu [a, b]. Pretpostavimo
da luk krive y = f(x) od tacke A(a, f(a)) do tacke B(b, f(b)) obrée oko z-ose,
formirajuci obrtno telo. Podelimo luk krive y = f(x) izmedu tacaka A i B
tackama

Mo=A,My,...,M;_1,M,,..., M, = B,

a koordinate tacaka M; obelezimo sa (x;, f(x;)) za i = 0,1,...,n. Obelezimo
sa A P; povrsinu omotaca prave zarubljene kupe koja nastaje obrtanjem duzi
M;_1M; oko x-ose. Ovu povrsinu mozemo zapisati koristeé¢i formulu za omotac
zarubljene kupe, tj.

AR = WAlz(f(]?z_l) + f(l’l)), 1= 1, 2, Lo, N,

gde je Al; duzina bocne ivice, a f(z;,-1) = r 1 f(x;) = R su polupre¢nici osnova
prave zarubljenje kupe, videti sliku 1. Tada je Al; duzina duzi M; M;. U
prethodnom odeljku 77, koji se bavi duzinom luka krive, smo videli da koristec¢i
Lagranzovu teoremu, Al; mozemo izraziti u obliku

V1 f2(86) Dwy,

gde su & € (x;_1, ;) 1 Ax; = x; — x;_1. Dakle, sada sledi da je

AP =m\/1+ f2(&) Azi(f(zio1) + f(2)).

Funkcija f(z) je neprekidna funkcija na zatvorenom podintervalu [z;_1, ],
stoga uzima sve brojne vrednosti izmedu minimuma i maksimuma na tom
intervalu, pa mozemo pisati

flicy) + fx) =
za neko & € [z;_1, r;]. To nam omoguéava da sada pisemo
AP, =21 f(§)V/1+ (&) L.

Posmatrajmo sada grani¢ni slucaj kada max Az; — 0. Tada, na osnovu nepre-
kidnosti funkcije f(x), u poslednjem izrazu & mozemo zameniti sa &;, jer dobi-

jena nova vrednost 27 f(£)/1 4 f2(&) Ay tezi ka 27 f(&)/1 + [2(&) DAw;.



Slika 1: Povrsina omotaca obrtnog tela.

Sada ukupnu povrsinu omotaca obrtnog tela mozemo zapisati kao sumu svih
AP;, odnosno

P=__lim %OZAP = lim ZWZIf(fz) 1+ f2(&) A

max Az; max Az;—0

Primetimo da poslednju sumu mozemo tretirati i kao integralnu sumu nepre-
kidne funkcije f(x)+/1+ f?(x), pa grani¢na vrednost postoji i mozemo pisati

b
P = 27?/ f@)\/1+ f?(z)dz.

Pretpostavimo da je posmatrana kriva y = f(x) za z € [a,b] zadata u
parametarskom obliku: x = z(t) i y = y(t), gde je to < t < t;. Tada se tacke
A(a, f(a)) i B(b, f(b) dobijaju za vrednosti parametara t =ty i t = ¢, respek-
tivno. Pretpostavimo da su funkcije @(¢) i ¢(t) neprekidne na posmatranom
intervalu. Formulu za povrsinu omotaca obrtnog tela za parametersku krivu
mozemo dobiti uvodenjem smene x = x(t), odnosno

P= 27T/t 1 y(z() 1+ izg; T(t) dt = 27r/t 1 y(t)\/22(t) + 93(t) dt.




Slika 2: Poluga sa masama m; i ms.

0.0.2 Teziste ravne figure

Za pocetak posmatrajmo polugu sa masama m; i ms, kao Sto je prikazano
na slici 2. Mase su smestene na polozajima x; i x5, u odnosu na koordinatni
pocetak O, i poluga je poduprta u tacki z. Arhimedov zakon poluge tvrdi da
je poluga u ravnoteznom polozaju, ako je zadovoljena sledeca jednacina

ml(f — ZL’l) = mg(xg — f),

odnosno
_ M1+ Maks
r=——"
ma -+ mo

gde veli¢inu m;x;, za i € {1,2}, nazivamo moment mase m;. UopsStavajuéi

prethodni rezultat, posmatrajmo sistem sa masama mq, mo, ..., m,, koje se
nalaze u tackama x1, s, ..., z,. Tada sistem ima ravnotezu u tacki
n
Z m;x;
T="" _M
m

gde su M moment sistema, a m ukupna masa sistema.

Sada smo u moguénosti da posmatramo sistem od n diskretnih cCestica sa
razlicitim masama smestenih u istoj ravni. Neka su (x;,y;) koordinate mase
m; za i =1,2,...,n, videti sliku 3. Tada je teziste ovog sistema tacka T'(Z,7)
sa koordinatama

T =

M, M,
m
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Slika 3: Teziste sistema od n Cestica u ravni.
n n
gde su M, = E m;x; moment sistema oko y-ose, M, = E m;y; moment
i=1 i=1
n
sistema oko x-ose, a m = E m; je ukupna masa sistema.
i=1

Predimo sada na odredivanje tezista ravne figure ili ploce proizvoljnog obli-
ka. Neka je ravna figura uniformne povrsinske gustine p odredena pravama
r = a, x = b i graficima neprekidnih funkcija y = f(z) i y = g(x), gde je
g(x) < f(z) za z € [a,b], videti sliku 4. Podelimo interval [a, b] na n delova

Aa=Top<T1 <Xy <...< T, =0.

Obelezimo sa Az; = x; — x;_1 duzinu podintervala [z; 1, x;], a sa T; njegovu
sredinu, tj. T; = Tt % zai=1,2,...,n. Sa P; ¢emo obeleziti pravougaonik
sa duzinom stranica Az; i f(Z;) — g(T;), 1 sa tezistem u tacki T; = (%;,7;), gde
jey;, = M, videti sliku 4. Masu prvougaounika P; mozemo prikazati
kao proizvod gustine i povrsine, tj. m(P;) = p(f(T;) —g(T;)) Ax;. Za koordinate
tezista P;, na osnovu formula (1), mozemo pisati

L _M(P) | M(P)




0 a=x, X, X X b=x X

Slika 4: Teziste ravne figure F'.

gde su My(P;) i M,(P;) momenti sistema tacaka pravougaonika P; oko y i
x-ose, respektivno. Iz poslednje dve formule lako dobijamo da je

My(F;) = p(f(Ti) — g(F:))Aw; Ty i

- _ f(@) + 9(T;
M (B) = pl((5) — g(7) A, LT IE)
Konac¢no, momente posmatrane ravne figure, M,(F') i M,(F'), mozemo dobiti
sabiranjem svih M, (), odnosno M, (F;), uz pretpostavku da max Az; — 0.
U formalnom zapisu to izgleda ovako

M. (F) = ma;%linxﬁo Z M
f2 (@) (74)
ma>1(1£nz1—>0 Z AT

gde poslednji zbir mozemo interpretirati kao integralnu sumu od neprekidne
funkcije, $to nam daje za pravo da piSemo

M(F) =1 [((0) - e de

Rezonujuéi na slican na¢in, mozemo do¢i do formule

M,(F) = p / £(f(x) - g(x) da.



Ukupna masa ravne figure, m(F') je zbir masa svih pravougaonika m(P;) u
granicnom sluc¢aju kada je max Az; — 0, tj.

m(F)=__ lim Z m(P, lim Z p(f(@;) — 9(T;)) A,

max Az;—0 max Az;—0 4

Primetimo da je poslednji zbir integralna suma od neprekidne funkcije, pa
dobijamo da je

m(F) = p / (f(z) - g(x)) do.

Sada smo u prilici da odredimo teziste ravne figure T'(Z,7), pri ¢emu su

0.1 PRIMERI

1. Izracunati povrsinu omotaca tela koje nastaje rotacijom figure ogranic¢ene
slede¢im krivama:

[\

(a) krivom y = 2% i pravama z = %, 2 = —% oko z-ose;

(b) krivom x = /y i pravom y = 1 oko y-ose.

Resenje: (a) Primetimo prvo da je telo koje se dobija rotacijom oko x-ose
dela krive y = 2® za x € [—2, 2] osno-simetriéno u odnosu na y-osu (Slika
5(a)). Tada trazena povrsina omotaca tela P = 2- P, gde P, predstavlja
povrsinu omotaca tela odredenog rotacijom dela posmatranog luka krive



y = 2 koji se nalazi u prvom kvadrantu. Otuda, imamo:

2
3
P:2-P1:2-27T~/y(x)-\/1—|—y’(x)2dx
0

2 2
3 3
7r-/ac3\/1—|—(3x2)2 da::47r-/x3\/1+9x4 dx
0 0

smena: t=1+9z% granice: r=0—>t=1
dt = 362° dx xz%—ﬂf:?
3 7. _ 1
x da:—%dt
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(b) Kako je posmatrano telo odredeno rotacijom osencene figure na Slici
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A
R% =y
c
yv=1
— T~
(@] l>
(b)

Slika 5: (a) Telo koje je odredeno rotacijom figure iz prvog zadatka pod (a) oko
z-ose; (b) telo odredeno rotacijom figure iz prvog zadatka pod (b) oko y-ose.

5(b) oko y-ose, tada za njegovu povrsinu omotaca imamo sledece:

smena : t‘:y—l—}l granice: y=0—t=

2. Odrediti teziste ravne ploce uniformne gustine ogranic¢ene graficima kri-
vih y = sinz i y = cosz na intervalu [0, 7]. ReSenje: Koordinate tezista
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Slika 6: Ravna ploca cije teziste odredujemo.

11

T(z,y) ravne ploce uniformne gustine koja se proteze od grafika funk-

cije y = f(x) do grafika funkcije y = ¢g(z) na intervalu [0

s
74

] (Slika 6)
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odredujemo na slede¢i nacin:

jus

4

[z (cosz —sinz) dx
0

(cosx —sinz) dx
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parcijalna integracija :
u=ux dv = (cosz —sinz) dx
v =sinx + cosx

du = dz

ENE]

%
[ (cosz +sinz) dx
0

x-(cosx+sinz) | —
0

(cosz —sinz) dx

SN
INE]
INE]

— (sinz — cos )

x - (cosx + sinx)
0

(sinz + cosx)

T (COS T + sin W) sin cos T
4 4 4
- ©sin T (ging + cos0)
cos — + sin — — [ sin CoS
4 4 A St
M~ = 0 1
V2 V2
2 2

7%—17 V2or —4
S V2-1 4(V2-1)
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x
3 (g(x) + f(@)) - (9(2) — f(2)) dx
j=——>
{(g(x)—f(x)) da
) [ (cosx +sinz) - (cosx —sinx) dz
__-.0
-2 i
[ (cosx —sinz) du
0
smena: t=cosz+sinx granice: r=0—=1t=1
dt = (—sinx + cosx) dx r="t=2
dt = (cosz —sinz) dx
” 2
2 e N
V2 2
t dt i _
I B T N O () I B
2 V2-1 2 V2-1 4 2-1 4(v/2 -1
V2r—4 1 )
4(v2-1) 4(v2-1) ) °

odakle imamo da je teziste posmatrane figure tacka T’ (
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Beleske



Beleske
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