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Realne funkcije vise
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Mnoge pojave u realnom svetu c¢esto zavise od uticaja vise faktora. U ma-
tematickom smislu, merne vrednosti ovakvih pojava se mogu opisati pomocu ‘-6 = -967&7
funkcija vise promenljivih, gde svaki faktor odgovara jednom argumentu ili pro-
meljivoj funkcije. Zbog jednostavnosti, u nastavku ¢emo se baviti funkcijama N D
koje zavise samo od dve promenljive. - —_——

Neka svakom uredenom paru brojeva (z,y) € D, gde je D C R? pridruzena )
jedna (i samo jednal!) vrednost z € R. U tom slucaju dobijamo realnu funkci- 8:( S | ‘a‘>
ju dve realne promenljive, f : D — R. Skup D zovemo domen funkcije,
x 1y su argumenti, tj. nezavisno promenljive, a z je slika, tj, zavisno promen-
ljiva. Skup slika nazivamo kodomen. Ako se ovo pridruzivanje moze prikazati %_6 X | ’0 | 1‘)
u obliku

T, 2
Z:f(fﬁ,y)a % B >L ! & FMKMO\D g_(7<‘|7<1l‘}(3) R X")
gde je f(z,y) funkcija od dve promenljive, kazemo da je funkcija zadata u L
eksplicitnom obliku. Medutim, nije uvek moguce izraziti z preko promen- ~ ’X’L _ &
ljivih z i y. U tom slucaju, preslkavanje najcesce prikazujemo u implicitnom 2z

obliku ) . %2 SO e —
F(z,y,z) =0. X ""a 4 ST ==X ] .x "&
Primetimo da implicitni oblik zadavanja preslikavanja omogucava i viSezna¢no

preslikavanje, tj. da nekim uredenim parovima (z,y) odgovara vise od jedne

vrednosti z. Ocigledan primer za ovo preslikavanje je jednacina centralne sfere

poluprecnika jedan: F(z,y,2) = 2% +y*> + 22 — 1 = 0.
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Slika 1.1: Paraboloid z = (x — 1)? 4+ (y — 2)? sa nivo krivama (kruznicama) u

TY-ravini. b c TEL

U prostornom pravougaonom koordinatnom sistemu, svakom uredenom pa-
ru (z,y) € D ogdovara jedna tacka u xy-ravni. Funkcija z = f(z,y) pridruzuje
z koordinatu tacki domena i tako dobijamo tacku u prostoru M (z,y, z). Skup
svih tacaka, dobijenih na ovakav nacin, formira prostorni grafik funkcije,
koji ¢emo cesto nazivati povrs funkcije u prostoru ili samo kratko povrs.
Ovu povrs mozemo predstaviti i kao geometrijsko mesto tacaka definisanih
skupom

{(z,y,2)[ F(2,y,2) = 0, (z,y) € D}.

Primer 1 Predstaviti u prostornom koordinatnom sistemu povrs koja je odredena
funkcijom
z=(z -1+ (y—2)~%

Kao prvi korak, odredimo preseke trazene povrsi sa ravnima paralelnim xy-
ravni, tj. sa ravnima ¢ija je jednacina z = ¢, gde je konstanta ¢ € R. Na taj]
nacin ¢emo dobiti nivo krive povrsi:

(z—1P+@y—2)7°=c

koje za ¢ > 0 predstavljalju kruznice u zy-ravni sa centrom u 7°(1,2). Prime-
timo da za ¢ < 0 jednac¢ina nema resenja. Presek sa ravni x = 1 je parabola
z = (y — 2)?, a presek sa ravni y = 2 je parabola z = (z — 1)%
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Na osnovu dobijenih nivo krivih i preseka sa ravnimi y = 2 za-

J
kljucujemo da se data povrs moze dobiti rotacijom kvadratne parabole oko
prave koja prolazi kroz tacku 7' i paralelna je sa z-osom. Zadatu povrs nazi-
vamo paraboloid sa temenom u tacki 7'(1,2,0), videti sliku 1.1.

Parabolid je povrs iz klase povrsi drugog reda. Povrsi drugog reda su
analogni objekti krivama drugog reda u ravni, i u njih, izmedu ostalih, ubra-
jamo konus, cilindar, sferu i elipsoid.

Razume se, funkcije mogu da zavise i vise od dve premenljive, pa tako razli-
kujemo funkcije tri, cetiri ili n € N realnih promenljivih z = f(x1, 29, ..., z,),
gde je (zq,x9,...,2,) € Q C R". Medutim, prostorno-geometrijsko predsta-
vljanje ovih funkcija nije moguce.
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1.1 Parcijalni izvodi i totalni diferencijal

Posmatrajmo funkciju dve realne promenljive z = f(z,y). Ako fiksiramlo
jednu nezavisnu promenljivu (proglasimo je za konstantu) dobi¢emo funkct-
ju od jedne promenljive. U ovakvom slucaju, mozemo traziti izvod po to
"slobodnoj”, promenljivoj. Ovaj izvod ¢emo nazivati parcijalni izvod funkcije.
Sledeé¢i ovu deju, dolazimo do definicije parcijalnog izvoda.

Parcijalni izvod funkcije z = f(x,y) u tacki (zg,yo) po promenljivoj z
obelezavamo sa g (20, Yo) 1 definisemo sa

0z . f(zo+ Aw,y0) — f(2o, Y0)

%(azo, Yo) = Alggo Ax

Kazemo da 2 5= (20, yo) postoji, ako postoji granicna vrednost iz gornje definicije.
Na slican nacm definisemo parcijalni izvod po promenljivoj y (ili skra¢eno po
y-u) u tacki (xo, yo)

0z _ o flxo,yo + Dy) — f(o, vo)
—(z0,yo) = lim .
8y Ay—0 Ay

Umesto oznake mozemo koristiti i zaplse , 20 li fr.

Definiciju parcualnog izvoda na analogan nacm mozemo prosiriti na funk-
ciju n realnih promenljivih z = f(z1, 29, ..., 2,), gde je (21,22, ..., 2,) € Q C
R". Parcijalni izvod funkcije z po promenljivo] z; u tacki My(z9, x93, ..., 29) se
definise kao

0z o f@Y Yy  Ah o al) — f(aY, ), al)
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Ako gore dobljene parcijalne izvode prvog reda ponovo diferenciramo, do-
bi¢emo parcijalne izvode drugog reda. Parcijalni izvodi drugog reda po x
i y se mogu zapisati na slede¢i nacin

P9 (0\ | 00 (02
0x2 Oz \ Ox oy2 Oy \oy /)’

Uopste, parcijalni izvodi n-tog reda po x i y se mogu definisati formulama
Oz 0 (97 i 'z 9 (0!
ozn Oz \ Oxn—! oyr Oy \oyn—1 )’
Parcijalni izvodi viseg reda mogu biti i meSoviti parcijalni izvodi, na primer
o _ 0 (0 i _ 0 (0
oxdy  O0x \Oy) 0Oydxr Oy \Ox

g2 0 (0 (0
0x20y Oz \ox \dy) )"

Uz pretpostavke da je funkcija z = f(z,y) neprekidna i ima neprekidne
parcijalne izvode prvog i drugog reda, moze se pokazati da su mesoviti izvodi
jednaki, tj.

Pz 0Pz
Oydx  0xdy’
U nastavku rada, mi ¢emo s€ baviti samo funkcijama koje zadovoljavaju ove
uslove.

Po ugledu na diferencijal funkcije jedne promenljive, posmatrajmo izraz

\D 4 = {o9

d ¢ =50 dx
4\
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zavisi od posmatrane tacke dz(xg, o). Medutim, ¢esto pisemo samo dz i tada
mislimo na proizvoljnu tacku.

Totalni prirastaj funkcije Az u tacki (g, yo) za prirastaje argumenata
Ax i Ay se definise

ANz = f(xg+ Az, y0 + Ay) — f(xo, v0)-

0ji se naziva totalni diferencijal prvog reda za funkciju z = f(x,y). To- &
talni diferencijal, slicno parcijalnim izvodima, je lokalni operator, $to znaci da ja
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PrlrastaJ moze da se liku zbha dveju razlika 9 N L

N E
ANz = (f(zo + Aw,yo + Ay) — f(xo, yo + Ay)) + (f (w0, yo + Dy) — f(z0,%0)), = .
e YA

gde obe razlike mogu da se aproksimiraju primenom parcijalnih izvoda. Zaista,
ako prvu razliku prosirimo sa Az, dobijamo

f(zo + Az, yo + Ay) — f(2o, 90 + Ay) =

A Ay) — -
:f(mo—l- Z, Yo + Ay; (o, 50 + y)Ax%%(fojyo*-A?/)AI’

i na slican nacin, za drugu razliku dobijamo

0z

f(zo,y0 + Ay) — f(xo, yo) = %(-To, Yo) Ay.

Sada za totalni prirastaj Az mozemo pisati

0z 0z
Nz~ E — (o, yo + Ay)Ax + 8—(960, Yo) Ay,

§to u granicnom slucaju, kada Az — 01 Ay — 0, daje sledecu relaciju

z (9z
Nz = %(%7 Yo)Aw + %(350’ Yo) By = dz(o, yo),

gde je uzeto da je dr = Az i dy = Ay. Drugim rec¢ima, pokazali smo da
vrednost totalnog diferencijala u tacki jednaka je pribliznoj vrednosti totalnog

prirastaja funkcije u toj istoj tacki. Cé ( CI
x) =

[zraz 92, 5 92,
2 —
[ d°z = 82d +28adxdy+62dy _J(g‘_‘[__d —P do\

nazivamo totalni diferencijal drugog reda funkcije z = f(z,y).

1.2 1Izvod u pravcu i gradijent

Izvod funkcije mozemo da shvatimo kao meru promene funkcije u tacki pri
promeni argumenta. Domen funkcije jedne promenljive je deo realne ose, pa
argument moze da se kre¢e samo duz jednog pravca i izvod ne moze da zavisi
od izbora pravca. Medutim, u slucaju funkcije dve promenljive z = f(z,y),
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[ domen je deo zy-ravni, pa sledi da iz jedne posmatrane tacke argumenta moze
, da se pomeri u razli¢itim pravcima i za ocekivati je da ¢e i mera promene
’ funkcije, tj. izvod, zavisiti od izbora pravca.
2 : Posmatrajmo tacku M (xg,yo) i jedini¢ni vektor Iy = (I,[2). Prava u xy-
L‘D ravni koja prolazi kroz tacku M iima paravac odreden vektorom [ ima slede¢u
Ho parametrasku jednacinu I Q-'> H _ ﬁ_ (= DDLU
o =
EMQL
/“) 3 xr =g+ th, y=yo+ i, N
If m,‘, E?) gde je t realni parametar. U tackama te prave, funkcija z = f(zo+tl, yo + tls) a
- postaje funkcija od jedne promenljive z(t). Sada mozemo da posmatramo izvod Z= (9
’6'3\| ’Q o funkcije z(t) po t-u u tacki ¢ = 0. Koristeéi pravilo za izvod slozene funkcije,
' dolazimo do pravila za racunanje izvoda u pravcu vektora [
|
2 (&
7<=Xo #{'Lq df(SCQ—i‘tll,yo—i‘tlQ) 8f ﬁl )l

(? : dt c%v 8y 2

‘,& 14 ¢, Dobijena formula omogucava da definisemo izvod funkcije z = f (x,y) u praveu
iedini¢nog vektora Iy = (1 ,19) u tacki (xg, na sledec¢i nacin
J g 0= (l1,12) (0, Yo) Ca‘1|q’l)'(t°,||;J

af of of of of
=a,lL 8
f\')o - (XOr g{)) alo(xo o) = ax(l’o,yo)h + ay(%’myo)l (8 9 ) (1, la). ALt Ggly
Vektor (%, %) nazivamo gradijent funkcije z = f(x,y) i o%‘n@/ Sk MU\
sa grad z ili V f. Ako iskoristimo oznaku gradijenta, formulu za izvod u praveu  Ple\ Ve
vektora [p mozemo da pisemo u obliku m—o_& _(_ U O FO%H
5 0 of 0 .S 3
v (1] =32 ), 3 ( D) L= (L) ww=vih o f = (222
ol dr Jy IX 3y

Ako posmatramo funkciju koja zavisi od tri promenljive u = f(x,y, z), for-
mula za izracunavanje izvoda u pravcu jediniénog vektora ly = (I, ls,[3) se na
prirodan nacin transformise na sledeci oblik

of of of of
I (5, y.2) = (

9’ By 5) (I, 12, 13) =V f - .

0

Primenjujuéi definiciju skalarnog proizvoda dva vektora, mozemo analizi-
rati formulu za izvod u pravcu
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/ =Vf-lo=|Vf] |lo|cos<,0

VS| cosep,
gde je ¢ € [0°,180°] ugao izmedu vektora V f i lo Funkcua cOS ¢ ima najmanju
vrednost (—1) za ¢ = 180°, odnosno kada Vektor lo biramo tako da ima pravac

gradijenta, ali suprotan smer, tj. lo = Lako je videti da je to ujedno i

FuoeC e -/(x,b)—

= 2 —3)*33

€= (24, 277 94")
& (1,) = vf ‘9‘1
,<Z(—2> 2-1-9. [2]2“\ —

IVfI
pravac za koji ﬁ ima minimalnu vrednost, tj. funkcija z = f(x y) ima najve(n Z 60‘3‘-{’ £ A
pad. Na Shcan nac¢in mozemo zakljuciti da za pravac lo = 2L N f| izvod 2L dlo ima -(_5 _- EE
maksimalnu vrednost, tj. funkcija ima z = f(z, y) najvedi rast. & (g
ar=>) = - /
/(b - + v{ I I 190°
, 1.3 PRIMERI / ') T4 o 9
ﬂ o o . . f= O > e v - - L
© 1.3.1 Parcijalni izvodi. Diferencijal R e 10 N2
1. Izracunati prvi i drugi totalni diferencijal sledeéih funkcija a,_[_ A5~ \qg
=N
a) z=a2>+vy>— 3z - d(
) y’ — 3y =2l ‘a) * B =) |
Resenje
Nadimo prvo parcijalne izvode funkcije z = 23 + 3% — 32y. -
|
aZ 2 az 2 3 l —_ 'S_— a—}_ -
—=3r"-3y; —— =3y —3x 2= =
Ox dy - X IR
Napomena Kada odredujemo izvod po x (analogno i za ostale neza- _’3/_ BPX -6
visne promenljive) funkcije vise promenljivih, sve ostale nezavisne —
promenljive tretiramo kao konstante, te se postupak trazenja par- ><
cijalnog izvoda svodi na trazenje izvoda funkcije jedne realne pro-
menljive. o) '},:L_
_ CJ - % d7< 4+ — A(,_) ) — 6 )C
Prvi totalni dlferencmdnak ’\__
3
:B dz = (32° — 3y)dz + (3y* — 3z)dy. /_3_, z — 2,1/ ot
Parcijalni izvodi drugog reda su ?Jd J aﬂ&
e =
0%z ¢ 0%z 6/ 0%z 0%z _ L'l_-, X “;ﬁ) -
J— €T: R — . — p— -
; Ox? T Oy? v 0xdy  Oyox

)
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Drugi totalni diferencijal je

2 2 2
P = 8—§de v I gy v 8—2@2
- ox 0xdy dy
= 6z da® — 6 dody + 6y dy*.
W\/\/\/\/\/-

1.3.2 Izvod u pravcu i gradijent

1. Data je funkcija f(z,y) = 2? + 3y* — xy

a) Odrediti gradijent od f u tacki A(1,—1).

—

b) Izracunati izvod u pravcu vektora [ = (1,2) funkcije f u tacki

B(1,0).
ResSenje
a) Nadimo parcijalne izvode funkcije f.
of of
L9y L =6y —
or Y oy yoe

Dakle gradijent od f je

of o0
Vf= (a—ia—i) = (22 —y,6y — x),

konkretno u tacki A(1,—1) je

VL) =(2-1—(-1), 6-(—-1)—1)=(3,-7).

b) Jediniéni vektor koji odgovara vektoru lje


PC
Pencil

PC
Pencil

PC
Pencil


rHeig) Tt

) __|:I I,’: oY ‘\“\97“‘013@ P ot Lz>
<o A .. _.. L ’1~7 “9” ‘
) - <
L@ D Z = | 9§ N

/< Sada mozemo primeniti formulu za izvod funkcije f u pravcu vektora o
u tacki B(1,0).
af - ( 1 2 )
—(1,0) = Vf(1,0)-[,=(2-1-0,6-0—-1)-| —=,—
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