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Sadrzaj prezentacije se oslanja na slede¢u publikaciju:

Tibor Luki¢, Vladimir Ili¢, Ivan Proki¢, Jelena Duki¢, MATEMATIKA 2 -
integralni racun 1 diferencijalne jednacine, knjiga u pripremi, 2021.
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Glava 1

Diferencijalne jednacine

1.1 Opsti pojmovi

Diferencijalne jednacine ¢ine osnovu mnogih matematickih modela za opi-
sivanje razlicitih prirodnih pojava koje proucavaju prirodne nauke, ali takode
i problema u mnogim primenjenim naukama.

1.1.1 Klasifikacija i oblici diferencijalnih jednacina

Jednacina koja sadrzi nepoznatu funkciju i njene izvode naziva se diferen-
cijalna jednacina. Ako nepoznata funkcija zavisi od vise promenljivih, onda
se radi o parcijalnoj diferencijalnoj jednacini, na primer

02z 0z

= t+2

oy? 0x 0y
gde je z = z(z, y) nepoznata funkcija. U sluc¢aju kada nepoznata funkcija zavisi

samo od jedne promenljive govorimo o obi¢noj diferencijalnoj jednacini,
na primer -

y®) 4 22" + 3y = 22,

gde je y = y(r) nepoznata funkcija. Red diferencijalne jednacine se definise
kao rea/n_aj\vigeg izvoda koji se javlja u jednacini. Na primer, ’

(2 Inz)y® + 59" + ycosz = 3

predstavlja obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu petog reda.
U daljem radu bavi¢emo se iskljucivo obi¢nim defirencijalnim jednacinama.
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1.2 Diferencijale jednacine prvog reda

Jednacina oblika ra = 'a(x )
F(z,y,y) =0
se naziva ops§ti oblik obi¢ne diferencijalne jednacine prvog reda. Ako se
ova jednacina moze resiti po 3/, onda dobijamo normalni oblik difrencijalne
jednacine prvog reda

y/ - f(x7y>

Svaka funkcija y = ¢(x) koja je definisana i diferencijabilna u nekoj oblasti
D C R i koja zadovljava jednacinu

odnosno
¢'(z) = f(z, d(x)),

za svako x € D, naziva se reSenje diferencijalne jednacine.
Slede¢a teorema, koju navodimo bez dokaza, definise dovoljne uslove za
egzistenciju i jedinstvenost reSenja diferencijalne jednacine.

Teorema 1 (Picard-ova teorema) Ako su diferencijalnoj jednaciniy’ = f(z,y)
funkeije f(x,y) i f,(x,y) definisane i neprekidne na zatvorenoj oblasti Q0 =
{(z,y) | |x — zo| < a, |y — yo| < b}, koja sadrzi tacku (xq,yo), tada postoji je-
dinstveno resenje y = y(x) jednacine y' = f(x,y) za koje vazi y(xo) = yo i koje
je neprekidno diferencijabilno po x na intervalu |x—xo| < h za h = min{a, %},
gde je M konstanta koja ogranicava funkciju f(z,y) na posmatranoj oblasti ).

Dodatni uslov y(zg) = yo se naziva po€etni uslov za posmatranu diferen- -
~ cijalnu jednacinu F’ (z, v,y )= 0. Geometrijska interpretacija govori da resenje
y = y(x) prolazi kroz tacku (xg,yo). Pocetni uslov zajedno sa diferencijalnom

jednacinom se zove pocetni problem. Y’T \3 ‘8\ O n 43(\'(0) = Péj

Primer 1 Odredimo ono resenje diferencijalne jednacine y' = 3x* koje prolazi

kroz tacku (1,2) (pocetni uslov). (kn |"§0) = [ Q_> ’ -

Nije tesko videti da je y = 2% jedno resenJe date jednacine. Zaista, dlferencnra— /q (N = o8
njem ¢emo dobiti polaznu jednacinu i = 322, Medutim, svaka nova funkcija
oblika y = 2% + C, gde je C proizvoljna konstanta, je takode resenje polazne
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jednacine. Zaista, diferenciranjem dobijamo da je v = (23 + C)' = 322. Na-
pominjemo da ¢emo resenje y = z® + C kasnije definisati kao opste reSenje.
U geometrijskom smislu, dobili smo familiju krivih koje zadovoljavaju pola-
znu jednacinu ¢’ = 322. Primetimo da samo jedna kriva iz ove familije prolazi ;_’
kroz datu tacku (1,2). Za tu specijalnu krivu mora da vazi: 2 = 1* + C, od- 1
nosno C' = 1. Dakle, specijalno resenje koje prolazi kroz datu tacku (pocetni (C=-\ 7
uslov) ima jednacinu y = x>+ 1. Ovo resenje ¢emo kasnije nazvati partikularno N
resenje. FAﬂ 1wl
N
Opste resenje diferencijalne jednacine oblika F'(x,y,y’) = 0 je funkcija (bw,\u\

y = ¢(x,C) koja zavisi od jednog parametra (konstante) C' i za koju vazi:

a) zadovoljava diferencijalnu jednacinu, tj. F(z,¢(z,C), ¢ (z,C)) = 0 za ¢
svako x iz oblasti resenja D),

b) za svaki pocetni uslov (z,y) = (xo,%o) iz oblasti reSenja, moze se jed-
nozna¢no odrediti konstanta C' = Cj tako da y = ¢(x, Cy) zadovoljava “'6 (1 = A +&€=
pocetni uslov, tj. da je yo = ¢(xq, Co).

=+
Prilikom resavanja razlicitih diferencijalnih jednac¢ina nije uvek moguce iz- Ve( = Z
raziti opste resenje u eksplicitnom obliku y = ¢(x, C'), zato opste resenje cesto
dobijamo u implicitnom obliku ®(z, y, C') = 0. Postupak resavanja diferencijal-
ne jednacine se uglavnom svodi na integraciju, zato reSenje se ponekad naziva C = 1-1= -&"

integral diferencijalne jednacine. //\
Resenje koje se dobija iz opsteg resenja za konkretan izbor konstante C' = _ XB |

Cy naziva se partikularno resenje. Dakle, svaki pocetni uslov definise jedno A—(\
partikularno resenje.

1.2.1 Jednacine koje razdvaju promenljive g AR TAEFULPRN
- D —
Diferencijalna jednacina oblika Q,€>€\\DL

J/ M (x)dz + N(y)dy = 0,
N(

gde su M (z) i'N(y) neprekidne funkcije nad nekim intervalom koje zavise samo
od z i y, respektivno, naziva se diferencijalna jednacina koja razdvaja
promenljive. Opste resenje ove jednacine se dobija direktnom integracijom

/M@M+/N@@:G
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Primer 2 Resiti diferencijalnu jednacinu dy — xdx = 0. (F) éa - Xeo &) a x=

Direktnom integracijom dobijamo sledeé¢u jednacinu koja predstavlja opste
reSenje

.TZ IQ ~ g
——=C, od =—+(C <&~ OR [¥E
N v , odnosno y = — +C, & N Tenn
gde je C proizvoljna konstanta. Nije tesko videti da ovo opste resenje u geo-

metrijskom smilsu predstavlja familiju paraboloida sa temenima na y-osi
Diferencijalna jednacina oblika

4

takode pripada klasi koja razdvaja promenljive. Zaista, datu jednacinu mozemo
transformisati na oblik

dy

_ — =0
= s, (=) 2‘1\ 2 Loy

gde je funkcija g(y) # 0. Uz pretposatvku da su podintegrale funkeifen

ekid-
ne u posmatranoj oblasti, opste resenje mozemo dobiti direktnom integ;".glljom

/%:/f(x)dx—i—(l
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1.2.2 Homogene jednaéine 63 rr
S\ _ k)
. Difrencijalne jednac¢ine oblika \ - 1 ¢ 2}

nazivaju se homogene jednacine. Neka je f ( ) neprekidna funkcija na nekom
oblas¢u D C R. Uvdodenjem smene
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Sada polazna homogena diferencijalna jednacina se svodi na jednacinu sa raz-
dvojenim promenljivama

I /_f(t)_t dt _dZL’
t+at = f(f) & ' = " @f@_t_?.

Uz pretpostavku da je f(t) —t # 0 nad oblaséu D, opste resenje mozemo dobiti
integracijom poslednje jednacine

\
Primer 3 Resiti diferencijalnu jednacinu (z — y)y' :/(x + ). (74—"2) LA = (x4t 'a)

Datu jedna¢inu mozemo da transformisemo, uz pretpostavku da je x — y # 0,
na sledec¢i nacin

sto predstavlja homogenu diferencij alnu jednacinu. Uvodenjem predlozene sme-

ne t = £, odnosno y = t'x + t, jednacina se svodi na sledeéi oblik
"'\/L/\/
1+1¢ 1—1 dx
te+t= = dt = —.
+ 1—t 1+¢2 x

Poslednja jednacina razdvaja promenljive, tako da ¢emo je resavati direktnom
integracijom T =
|
/dx / 1700 o arctgt — 214 #) = ng + InC
arctgt — = 1In nx+In
1+ ¢2 S ’

— AN

primetimo da smo konstantu zamenili sa In C', $to je dozvoljeno jer je kodomen
funkcije In ceo skup realnih brojeva. Sredivanjem poslednjeg izraza dolazimo

do jednacine
vV 1+ t2
In ————— = arctgt,

¢ L Q0a =

a trazeno opste resenje dobijamo vracanjem smene ¢t = 2
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/)Q\i 1 1——1 =C o &k&zehmo da posmatramo familiju krivih koju definise opste resenje, vredi

prec¢i na polarne koordinate x = rcos ¢ i y = rsine. Tada vazi da je
. Y Y
2 - r=+z24+9y*>1 tgp == = @ =arctg =,
= 4—3‘ - C eof /< Y 8y =" ® g
’\/\/\/\/\'/odnosno opste resenje u odnosu na polarne koordinate ima oblik

J;Jg r = Ce’.
~

Sada je jasno da opSte resenje predstavlja familiju logaritamskih spirala sa
zajednickom pocetnom tackom u koordinatnom pocetku.
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