MATRICE I DETERMINANTE

Za odredivanje broja reSenja sistema linearnih jednacina, kao i za samo
izracunavanje tih resenja ako postoje, dovoljno je poznavati koeficijente sis-
tema i slobodne ¢lanove.

Posmatranje ovih veli¢ina zapisanih u obliku pravougaone Seme brojeva
zahteva uvodenje dva nova pojma - pojma matrice i pojma determinante.

Definicija matrice i osnovni pojmovi

Matrica je pravougaona Sema brojeva i te brojeve zovemo elementi matrice,
horizontalne redove vrste, a veritkalne kolone.

Broj vrsta i kolona odreduje format matrice - za matricu koja ima m vrsta
i n kolona kazemo da je formata m x n. Ako element i-te vrste i j-te kolone
oznac¢imo sa a;;, onda je matrica A sa elementima a,; data sa

a1 a1 ... Q15 ... A1y
21 a9 ... Qo5 ... Aon
A=
;1 ;9 ... Qg5 .o (077
| OGm1 Gm2 --- Amj  -.. Amp |

ili krace A =[a;;], i=1,...m, j=1,...n,tj. A= [a;]mxn-

[zdvajamo:

e nula matrica - matrica ¢iji su svi elementi jednaki nuli

00 0 000
0 0|’ ()7 00 0| "

o

oznaka je 0



e matrica kolona je matrica formata m x 1, m € N, tj. svaka matrica
koja ima samo jednu kolonu

— O O Ot

e matrica vrsta je matrica formata 1 x n, n € N, tj. svaka matrica
koja ima samo jednu vrstu

[1 23], [-1 0], [15 =34 50],...

e kvadratna matrica je matrica koja ima jednak broj vrsta i kolona,

tj. m=n
0 13 0 =3
13 _; _2 12 2 -1 0 =5
2 4 o o0 10l 0 16 1 4|77
-6 0 -2 4

Kod kvadratne matrice elementi a;;, ¢ = 1,...n ¢ine glavnu dijago-
nalu, dok sporednu dijagonalu ¢ine elementi koji se nalaze na di-
jagonali koja spaja desni gornji ugao sa levim donjim uglom.

e jedinicna matrica je kvadratna matrica kod koje su svi elementi na
glavnoj dijagonali jednaki 1, a svi elementi van glavne dijagonale jed-

naki 0
10
011’

oznaka je I ili F/, a kada zelimo da naglasimo
onda Iy, I3, ...
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ormat jedini¢ne matrice,

Jednakost matrica

Dve matrice su jednake ako i samo ako imaju isti format i ako su
im odgovarajuci elementi jednaki.




Osnovne operacije sa matricama

Osnovne operacije sa matricama su:
e sabiranje matrica
e mnozenje matrice realnim brojem

e mnozenje matrica.

Sabiranje matrica

Sabirati se mogu samo matrice istog formata. Sabiranjem dve matrice
formata m x n dobija se matrica formata m X n ¢iji elemetni su jednaki
zbiru odgovarajuéih elemenata matrica koje se sabiraju.

Dakle, ako treba sabrati matrice
A = [aij]lmxn 1 B = [bijlmxn, ondaje A+ B=C,

gdeje C:[Cij]mxn7 cij:aij-l-bij, izl,...,m,jzl,...,n.

Mnozenje matrice realnim brojem

Matrica se mnozi realnim brojem « tako Sto se svaki element matrice
pomnozi tim brojem.

Dakle, ako je

A =[ajlmxn I a€R, ondaje aA=C

gde je C = [cijlmxn, Cj=o0ay, i=1,...,m,j=1,...,n

Mnozenjem matrice A brojem —1 dobija se suprotna matrica —A.



Oduzimanje matrica, A — B, je sabiranje matrice A i matrice —B koja je
suprotna matrici B.

Primer: Odrediti matricu A za koju je 2A—41 = B gde je B = [ _42 g } :

Mnozenje matrica

Proizvod matrica postoji samo ako je broj kolona prve matrice jednak
broju vrsta druge matrice, tj. ako je broj elemenata u vrsti prve matrice
jednak broju elemenata u koloni druge matrice.

Elementi matrice C,,x, = Amxr - Brxn se dobijaju skalarnim mnozenjem
odgovarajuce vrste matrice A i kolone matrice B. Skalarni proizvod vrste
matrice A i kolone matrice B je broj koji se dobija mnozenjem odgovarajué¢ih
elemenata i sabiranjem dobijenih proizvoda. Skalarni proizvod i-te vrste i
j-te kolone je broj

Cij = ainbiy + aigbo; + -+ + airby;.

Dakle, ako je
A = [ai]lmxr 1 B =[bijlrxn, ondaje A-B=C,

gde je  C = [Cijlmxn, Cij = airbij + aigbgj + -+ - + aibyj,

1=1,...,m, 7=1...,n.




Primer: Odrediti A - B za matrice

10 -12] .
A:{z -3 oo} L B=

— O

|
=Nl i)
w o o -

MnozZenje matrica u opsStem slucaju nije komutativna operacija!l Moze se
pokazati da je mnozenje matrica asocijativno i da vazi distributivnost u
odnosu na operaciju sabiranja matrica, tj.

(A-B)-C=A-(B-C)
(A+B)-C=A-C+B-C
A-(B+C)=A-B+A-C

a(A-B) = (aA)-B=A-(aB).

0 1 1 0 0 -1
odrediti A- B,B- A, A-CiC - A.

Primer: Za matrice A = [_1 2}, B = {2 _3}1(}: {2 _3}



Za jedinicnu matricu vazi

Amxn[n = ImAan = Amxn-

Dakle, mnozenje sa jedinicnom matricom ne menja polaznu matricu.

Stepenovanje matrica

Stepenovanje matrice prirodnim brojem se definise samo za kvadratne ma-
trice:

A =], A=A A"=A"1.A n=23,...

Primer: Odrediti A® za matricu [ _(1] 2 } )

Svakom sistemu linearnih jednacina odgovara matrica sistema koju ¢ine
koeficijenti sistema. Slobodnim ¢lanovima odgovara matrica kolona slo-
bodnih ¢lanova, a nepoznatima odgovara matrica kolona nepoznatih.

r + 2y = 3
Primer: Sistemu linearnih jednac¢ina = — y = 0 odgovara matri¢ni
2 + y = 3



zapis A- X = B gde su

Determinante

Determinanta je vrednost koja se, na odredeni nacin, pridruzuje kvadratnoj
matrici ili opstije, bilo kojoj kvadratnoj Semi brojeva.

Determinantu koja odgovara matrici A oznac¢avamo sa det(A) ili |A].

Determinanta reda 2, koja odgovara matrici formata 2 x 2, se sastoji od
cetiri elementa i zapisuje se u obliku

ai b
(05} b2

Njena vrednost se racuna tako sto se od proizvoda elemenata na glavnoj
dijagonali oduzme proizvod elemenata na sporednoj dijagonali, tj.

a; by

= a1by — bias.
- 102 102

. . : : - 1 =2
Primer: Izracunati determinantu koja odgovara matrici A = [ ] .

2 3

Determinanta reda 3 koja odgovara matrici formata 3 x 3 je odredena sa
9 elemenata i zapisuje se u obliku

ap b
as by ¢
az bs c3



Ako izostavimo vrstu i kolonu u kojoj se nalazi jedan element determinante
(odnosno kvadratne matrice), preostali elementi ¢e odredivati determinantu
nizeg reda koju nazivamo minor posmatranog elementa.

Ako se ovaj minor pomnozi sa (—1)"7 gde je 7 redni broj vrste, a j redni broj
kolone posmatranog elementa, dobijamo kofaktor posmatranog elementa.

Na primer, minor elementa cy je

a; b
Co = a; b; = a1bs — byas,
a kofaktor
ég = (_1>2+3CQ = — “ bl = —<Cl1b3 — blag).
as b3

[zracunavanje vrednosti determinante reda 3 se moze svesti na racunanje
vrednosti odredenih determinanti reda 2 razvijanjem determinante po nekoj
od vrsta ili kolona.

Determinanta se razvija po elementima neke vrste (kolone)
tako §to se svaki elemenat posmatrane vrste (kolone) pomnozi odgo-
varajuc¢im kofaktorom i dobijene vrednosti saberu.

Moze se pokazati da razvoj po bilo kojoj vrsti ili koloni uvek daje isti rezultat
koji predstavlja vrednost determinante.

Razvoj determinante reda 3 po elementima prve vrste je

ap b
(05} bg Cy | = aq
az bz c3

as by
as bs

by ¢
bs cs3

Q2 Co

— 01 +

as ¢3
= a1 (6203 — Cgbg) — bl(a/203 — 02a3) + 1 (CLng — b2(13)

= a1b203 + 1)102a3 + 61a2b3 — clb2a3 - a102b3 — b1a2C3.



Razvoj determinante reda 3 po elementima druge kolone je

a broo as C a, ¢ a; ¢
2 C2 1 G 1 G
ay by cy | =—b + by — 03
az C3 as Gz Co
as bz c3

= —b1(a203 - 02a3) + 52(a103 - C1CL3) - b3(a102 - C1a2)

= a1b203 + bngag + Clagbg - Clbgag — alcgbg — b1a203.

Formula za izracunavanje vrednosti determinante reda 3 se zove
Sarusovo pravilo:

ap by ¢ | a b
ay by co | ax by = aibacztbicoaztciazbs—cibyaz—aicobs—brascs.
az by c3 | az b3

Primer: Izracunati vrednost determinante koja odgovara matrici A = | 9

Primer: Izracunati vrednost determinante koja odgovara matrici

20 -1 3 5

-4 2 05 0

A= 00 10 =7
50 00 1

10 20 -1



Osobine determinanti

Osobine determinanti ¢emo pokazati na determinanti reda 2:

as by

1. Determinanta ne menja vrednost ako vrste i kolone zamene ulogu.

a1

b1 Céz = ale — blag.

2. Ako dve vrste (kolone) zamene mesta, vrednost determinante menja

znak.
az by

ay b1 = agbl — bgCLl = —(albg — blag).

3. Determinanta se mnozi brojem tako Sto se svi elementi jedne vrste
(kolone) pomnoze tim brojem.

)\al )\bl
(05} b2

a; by
az by

= )\albg — /\b1a2 = )\(Cble — blag) = A

4. Determinanta ne menja vrednost ako se elementi jedna vrste (kolone)
dodaju odgovaraju¢im elementima neke druge vrste (kolone) prethodno
pomnozene nekim brojem razli¢itim od nule.

ay + Aag by + by

as b2 = albg + )\agbz - b1a2 - )\b2a2

a; by

= a1by — bray = ay by

5. Ako su svi elementi jedne vrste (kolone) jednaki nuli, vrednost deter-
minante je nula.

0 O

a4y by =0:-b—0-ay=0.

6. Ako su elementi jedne vrste proporcionalni (ili jednaki) odgovarajuéim
elementima neke druge vrste, vrednost determinante je jednaka nuli.

‘ab

o b ‘:a)\b—b)\a:O.
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7. Ako elemente jedne vrste pomnozimo kofaktorima odgovarajuéih ele-
menata neke druge vrste i dobijene proizvode saberemo, dobi¢emo vred-
nost 0.

8. Ako je A kvadratna matrica reda n onda vazi

det(aA) = a"det(A).

9. Ako su A i B kvadratne matrice istog reda onda vazi

det(A- B) = det(A) - det(B).

1 21 -1

Primer: Izracunati D = 0 9 2 | racunanjem samo jedne determi-
-2 3 3

nante reda 2.

6 3 -2 1
. . .o 40 =20
Primer: Izracunati D = 11 74
6 3 0 2

11



Inverzna matrica

Inverzna matrica za kvadratnu matricu A, u oznaci A~!, je matrica za
koju vazi
A A=A A=1

Transponovana matrica matrice A, u oznaci AT (ili A’) je matrica kod
koje su vrste i kolone zamenile uloge.

1 21 -1
Primer: Odrediti transponovanu matricu za matrice A = 0 9 2
-2 3 3
. 1 21 -1
iB= [ 0 9 9 ] .
Osobine:
1. Ako je A kvadratna matrica, onda vazi |AT| = |A|.
2. (AN)T = A.

3. Ako su A i B matrice istog formata, onda vazi (A + B)T = AT + BT,

4. Ako su A i B kvadratne matrice, onda vazi (A- B)T = BT - AT,

Adjungovana matrica za matricu A, u oznaci A* je matrica €iji su
elementi kofaktori odgovarajuéih elemenata od A”.

12



Posmatrajmo proizvoljnu matricu A formata 3 x 3 i njenu adjungovanu ma-
tricu A*:

ailz aig ais {111 {121 1‘}31

E3
A= ag1 Q22 Q23 | , A" = Ag Agy Asg
ag1 asz g3 A1z Agg Asg

Kada se ove dve matrice pomnoze, dobija se

ailz aig ais {111 {121 {131
3
A-A"= | ag ag axp |- | Aip Ayn Az | =
asi sy as3 Az Az Asg

CL11{111 + CL12{112 + CL13{113 a11/~121 + Cl12/~122 + Cl13/~123 @111‘}31 + @12{132 + @13{133
ag1 A1 + agAis + agzAis a9 Ao + axe A + agsAss  aAsy + asgAss + agzAss
as1 A1 + agaAio + assAis a1 Aoy + aseAgg + azalos  aszi Az + agaAse + assAss

Na osnovu 7. osobine determinanti sledi

CL1112121 + a121‘~122 + a13A23 =0, a111‘~131 + CL12A32 + CL131‘~133 =0,
ao1 A1 + agnAis + agsA1s =0, a1 Asy + agAse + asgAss =0,
azi A + agaAig + assAis =0, as1 A + asaAgg + azeAaz = 0.

Na osnovu razvoja po elementima prve, druge, odnosno treé¢e vrste redom
imamo

a111‘~111 + CL12/~112 + a131‘~113 = |4|,
ag1 A2 + age Ao + asgAsg = | A,
as1Asy + aspAss + asgAss = |A,

dakle
|Al 0 0 1 00
A-A* = 0 |4 0 =|Al [0 1 0 |=]A- I
0 0 A4 0 0 1

Na isti nacin se dobija i A*- A =|A|- I.

13



Za |A] # 0 sledi

1 : 1
— A" A=1 i A-—A" =1,
Al A
§to na osnovu definicije inverzne matrice znaci da se inverzna matrica
izracunava na slede¢i nacin:

1
AT —
Al

Matrica A za koju postoji inverzna matrica se zove regularna ma-
trica, a uslov za postojanje inverzne matrice je |A| # 0.

31 0
Primer: Odrediti inverznu matricu za matricu A= | 5 2 —1
1 4 =2

14



Osobine:

1. Ako su A i B regularne matrice istog formata, onda vazi

(A-B)yt=pB1t. A"

2. Ako je A regularna matrica, onda je i njena transponovana matrica
regularna i vazi (AT)™1 = (A71)T.

3. Ako je A regularna matrica, onda vazi (A7!)"! = A.

4. Ako je A regularna matrica, onda vazi det(A™!) = #(A).

Resavanje sistema pomoc¢u determinanti i matricnog
racuna

Kramerovo pravilo

Kvadratni sistemi se mogu resavati koriste¢i determinante primenom Krame-
rovih formula.

Neka je dat kvadratni sistem od n jednacina sa n nepoznatih. Matrici sis-
tema odgovara determinanta reda n koja se zove determinanta sistema i
oznacava sa D.

Svakoj nepoznatoj se takode dodeljuje determinanta koja se od polazne de-
terminante sistema dobija na slede¢i nacin: kolona koeficijenata koji u
sistemu stoje uz posmatranu nepoznatu se zameni sa kolonom slo-
bodnih ¢lanova.

Za sistem tri linearne jednacine sa tri nepoznate

axr + bly + cz = d
asx + by + oz = dy (1)
asr + bsy + c3z = dj

15



determinanta sistema i pomo¢ne determinante su date sa

a; b o
D=|a by ¢ |,
az bs c3
di b ¢ a; dy ¢ ap by dy
Dx: d2 b2 Cy ,Dy: (05} dg Co 7Dz: (05} bg dg
dz b3 c3 az dz c3 az by ds

Neka je uredena trojka (x,y, z) resenje sistema (1). Pomnozi¢emo determi-
nantu sistema D sa x tako Sto ¢emo sve elemente prve kolone pomnoziti sa
x:
a1x bl C1
z-D= QAo b2 Co
asx b3 C3

Sada ¢emo prvoj koloni dodati drugu kolonu pomnozenu sa y, a zatim i tre¢u
kolonu pomnozenu sa z. Na osnovu osobine 4 determinanti, posmatrana
determinanta ne menja svoju vrednost pri ovoj transformaciji, tako da je

ax+biy+cz by ¢ di b ¢
z-D= Ao + bgy R ¥ bg Cy | = d2 b2 Co
asx + bgy + c32 bg C3 d3 b3 C3

Dakle, dobili smo da je
x-D=D,.

Analogno se dolazi i do jednakosti

y-D=D, 1 z-D=D,.

Ako postoji jedinstveno resenje sistema, onda postoje jedinstvene vred-

nosti nepoznatih z,y i z koje zaodovljavaju prethodne jednakosti, pa
je

T=0, Y=g i z=—, D#NO.

16



Prethodno navedene formule pomoc¢u kojih se izracunavaju nepoznate z,y, i
z se zovu Kramerove formule.

Na osnovu Kramerovih formula vidimo da vazi da ako je sistem odreden (ima
jedinstveno resenje), onda vazi D # 0. Vazi i obrnuto. Ako je D # 0 i ako bi
postojala dva resenja (z1,y1,21) 1 (%2, 2, 22) sistema (1), onda bi na osnovu
prehtodnog razmatranja sledilo da vazi

Analogno i za ostale nepoznate. Oduzimanjem ove dve jednakosti sledi
(x1—22)- D=0 = x1—25=0

zato §to je D # 0. Dakle, dobija se x1 = x2, tj. da postoji samo jedno resenje.
Tako je pokazano:

Kvadratni sistem linearnih jednacina je odreden ako i samo ako je
detereminanta sistema razlic¢ita od nule.

Dakle, za kvadratni sistem linearnih jednacina reda n vazi:

i) Ako je D # 0, onda imamo jedinstveno resenje

( - D,, D,, D,
T1,L9y...,Lp) = D, D,..., D .

ii) Ako je D = 01 bar jedno D,, # 0, (i = 1,...,n), onda je sistem

nemoguc.

iii) Akosu D = D,, = D,, = --- = D,, = 0, onda sistem moze biti
nemogu¢ ili neodreden, §to se mora dodatno ispitati (pomoéu Gausovog
algoritma).

Primer: Sistem

r +y + z =1
r + y + z =1
r + y + z =1



je ocigledno dvostruko neodreden, a na osnovu osobine 6 determinanti sledi

111
D=D,=D,=D,=|1 1 1|=0.
111

Primer: Sistem

r + vy + 2z =1
r + y 4+ z = 2
r +y + z =3

je ocigledno kontradiktoran iako je determinanta sistema ista kao u prethod-
nom primeru D = 0, a determinante koje odgovaraju svakoj nepoznatoj na
osnovu osobine 6 determinanti su takode jednake nuli. Na primer

111
D,=|2 1 1|=0.
311

Priroda reSenja homogenog kvadratnog sistema se moze odrediti na os-
novu determinante sistema. Homogen sistem je uvek saglasan, tako da su
moguca samo dva slucaja:

1. Ako je D # 0, onda je sistem odreden. To jedino resenje homogenog
sistema je trivijano resenje.

2. Ako je D = 0, sistem je neodreden, tj. ima beskona¢no mnogo resenja.
Ova netrivijalna resenja homogenog stistema se mogu odrediti pri-
menom Gausovog algoritma.

Primer: Kramerovim pravilom resiti sistem

3r — y — z =1
T + 0y
-r + 2y + z = 4

(3,—1,9)
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Matri¢ne jednacine
Ranije smo videli da se sistem linearnih jednacina

amr + by + cz = d
ast + by + cz = ds
asr -+ bgy + 3z = dg

moze zapisati u matricnom obliku:

A-X =B,
gde su
aq b1 C1 Xz d1
A=|ay by o |, X=|y |, B=|d
as b3 C3 z d3

Dakle, posmatrani sistem linearnih jednacina je ekvivalentan dobijenoj ma-
tricnoj jednacini, tako da se do reSenja sistema moze doci i reSavanjem ma-
tricne jednacine

A-X = B. (2)

Matri¢na jednacina (2) se moze resiti samo ako je matrica A regularna, tj.
ako vazi |A| # 0 (ako je sistem odreden). Resenje se dobija mnozenjem
jednacine s leve strane inverznom matricom A~!, tj.

AT A X=A1.B.

Kako je A= - A =1 sledi [ - X = A™!. B, tj.

X=A"1.B. ]

Primer: Matricnim ra¢unom reSiti sistem

3r — y — z =1
r + y
-r + 2y + z = 4

19



(3,—1,9)

Primer: Resiti matricnu jednacinu

5 3

Xl 1 -3 =2

~5 2
123
X‘{321}
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