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Metod smene u
neodredenom integralu




Tablica (osnovnih) integrala se koristi za
integraciju izvesnog broja funkcija, ali ona
ne sadrzi odgovor na pitanje kako, na
primer, resiti integral

(1) j 2x+/1+ X2 dx



Da bi se mogao reSiti ovaj integral, mora se
koristitl nova taktika:

Uvodi se nova promenljiva.

Smenjuje se promenljiva x sa novom promenljivom
u.



METOD SMENE




Tako da se formalno, bez provere, moze pisati:

(

)

° IZX\/1+ X dX = j\/1+ X 2X dx
:j\/adu
=2u¥? +C

=2(x*+1)¥?+C



Medutim, sada se moze proveriti da li je rezultat tacan
pomocu pravila za izvod slozene funkcije.
Diferenciranjem poslednjeg izraza u (2) dobija se:

d 2 3/2 . 2 1/2
&[Z(X +)¥?+C |=2-3(* +1)¥2 - 2x

3

— 2xy X% +1



U opstem slucaju, metod smene se moze
primeniti u svakoj situaciji u kojoj se
integral moze napisati u obliku

| flg(x)g ') dx



Treba uociti da ako oznacimo sa F’ = f, onda na osnovu
pravila za izvod sloZene funkcije

d . .
&[F(Q(X))]= F'(9(x))g(x)

vazl

[ Fgt))g’ ) dx=Flg(x)) +C  (3)



Ako uvedemo smenu promenljive u = g(x), iz (3) sledi:

| F(g00)g'(x)dx = F(g(x))+C
=F(u)+C
:_[F'(u)du



Kako je F’ = f, dobija se:

J g())g’(x) dx = f fu) du

Tako je pokazano sledece tvrdenje.



Teorema

oooooo

Ako je u = g(x) diferencijabilna funkcija ¢iji
skup slika je interval |11 ako je f neprekidna
funkcija na |, onda vazi

JAgGg ) dx = f flw) du  (4)



Kao Sto smo vec videli, metod smene je posledica
pravila za izvod sloZene funkcije.

Treba uociti da ako je u = g(x), onda vazi du = g’(x) dx.

Tako da se metod smene lakse uvodi/pamti ako se o
dx 1 du u (4) misli kao o diferencijalima.



METOD SMENE Primer 1




Primer 1

Tako da koristeci da je x3 dx = du/4 1 uvodeci smenu,
dobijamo:

ij cos(x* +2)dx:jcosu-%du :ﬂ'cosu-du
=2sinu+C

= Lsin(x" +2) + C

Smena se na kraju mora vratiti da bi konacan rezultat bio
izraz u kome figurise polazna promenljiva x.



METOD SMENE

Ideja kod smene promenljivih je da se relativno
komplikovani integral zameni jednostavnijim.

To se postiZze zamenom originalne promenljive x sa
novom promenljivom u koja je funkcija od x.

Tako je u Primeru 1, integral | x3cos(x# + 2) dx zamenjen
jednostavnijim, tabli¢cnim integralom Y4 [ cos u du.




METOD SMENE

Glavni izazov kod ovog metoda je odabir
prave smene.

Novu promenljivu u treba odabrati tako da to bude deo
podintegralne funkcije, ali tako da se i njen diferencijal do
na konstantu takode pojavljuje pod integralom.

Tako se postupalo u Primeru 1.




Ako to nije moguce, treba pokusati sa tim da je u neki
“komplikovani” deo podintegralne funkcije—npr.
“anutrasnja” funkcija kod sloZene funkcije.



Pronalazenje odgovarajuc¢e smene je
stvar iskustva 1 veZbanja u tome...

Neka vas ne obeshrabri prvi neuspeh, koji i nije
nesto sto se retko desava.

Ako prvi pokusaj ne uspe, pokusajte sa
drugacijom smenom.



METOD SMENE Primer 2




METOD SMENE Primer 2




Primer 2

U ovom primeru se mogla uvesti i ovakva smena:

. U=+2x+1
X
Tada, du=
J2x +1
t. dx =+/2x+1du
dx =udu

Do toga se moze doci i na osnovu: u? = 2x + 1.
Iz Cega sledi: 2u du =2 dx.



METOD SMENE Primer 2




METOD SMENE Primer 3




Rezultat se uvek moze proveriti
diferenciranjem!



METOD SMENE Primer 4




METOD SMENE Primer 5




Primer 5

Takode, x> = u — 1; pa imamo x4 = (u — 1)>:
j»\/1+ XX dx:jx/1+x2x4.xdx:J\/J(u_DZd_u

=1 [Juu?-2u+1)du
’(us/z 2% 4 u1/2) du

1
2
:%(%U7/2—2°%U5/2 2 3/2)_|_C

+1@1+x°)¥"?+C



METOD SMENE Primer 6

Izra¢unati J tg x dx

Prvo se tangens napiSe preko sinusne 1 kosinusne

funkcije: sin X
T = [T gy
COS X
Ovaj zapis upucuje na smenu u = cos X, posto je tada
du = — sin x dx, tako da sledi sin xdx= —du:
sin X 4
Jtax= I
COS X
—In|u|+C

=—In|cosx|+C




Primer 5

Kako je —In |cos x| = In(|cos x|™)
= In(1/|cos x|),

Dakle, rezultat se moZe napisati i u obliku

ftgxdx =In(1/|cos x|) + C



