NEODREDENI INTEGRAL

O

Integracija racionalnih funkcija




U ovom delu ¢cemo videti da se integracija proizvoljne
racionalne funkcije (kolicnika dva polinoma) radi
tako Sto se prvo racionalna funkecija izrazi preko zbira
jednostavnijih funkcija koje zovemo parcijalni
razlomei.

Od ranije nam je poznato kako se integrale parcijalni
razlomci.



Na primer, uoc¢imo da se sabiranjem razlomaka

2/(x—1)11/(x — 2), tj. njihovim dovodenjem na
zajednicki imenilac, dobija:

2 1 2(x+2)—(x-1)
x—1 X+2 (X=1)(X+2)
~ X+5

X%+ X—2




Ako se ta procedura obrne, moze se videti kako se
integrali funkcija sa desne strane ove jednakosti:

J‘2X5 dXZI(Z 1jdX
X*+X—2 X—1 X+2

—2In|x=1|=In|x+2|+C




Sada ¢emo predstaviti rastavljanje racionalne
funkcije na parcijalne razlomke. Neka je data
racionalna funkcija

P(X)

f —
=50

gde su P 1 Q dva polinoma.




Funkcija f se moze izraziti kao suma jednostavnijih
razlomaka ako je stepen polinoma P strogo manji od
stepena polinoma Q.

Takva racionalna funkcija se zove prava racionalna

funkcija.



Podsetimo se, za polinom

P(x)=a x"+a_ X" +---+a,X+a,

gde je a,, # 0, n se naziva stepenom polinoma P
1 oznacava sa st(P) = n.



» AKko f nije prava racionalna funkcija, tj. ako je
st(P) = st(Q), onda je prvi korak u proceduri
deljenje polinoma P polinomom Q.

Podsetimo se, deljenje se radi sve dok se ne dobije da je
stepen polinoma ostatka R(x) takav da je

st(R) < st(Q).



U ovom slucaju, deljenjem se dobija

P(X) _ g5+ RV

1 f — |
O TM=50 Q(x)

gde su S1 R takode polinomi i st(R)<st(Q). S(x) je
polinom koli¢nik, a R(x) je ostatak.



Ponekad se moze desiti da je taj prvi
korak, deljenje polinoma, jedino sto je
potrebno uraditi. To Ce se videti u
narednom primeru.



PARCIJALNI RAZLOMCI Primer 1
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Sledeci korak je faktorizacija
1menioca Q(x).



» Podsecanje. Moze se pokazati da se svaki
polinom (Q moze faktorisati nad R
pomocu:

Linearnih faktora/c¢inilaca (oblika ax + b)

Nesvodljivih kvadratnih faktora (oblika ax? + bx + ¢,
gde je b2 — g4ac < 0).



Na primer, ako je Q(x) = x4 — 16, ovaj 1zraz
se faktoriSe na sledeci nacin:

Q(X) = (x* —4)(x* +4)
= (X=2)(X+2)(X* + 4)



Treci korak je predstavljanje prave racionalne
funkeije R(x)/Q(x) kao sume parcijalnih
razlomaka oblika:

A N Ax + B

(ax+b) (ax® +bx+c)’




» Teorema iz algebre garantuje da se ovo
uvek moze uraditi.

Procedura Ce biti detaljno objasnjena kroz Cetiri
slucaja koja se mogu desiti.



Imenilac Q(x) je proizvod
razli¢itih linearnih faktora.



To znadi da se Q(x) moze napisati u obliku:

Q(x) = (ax+ b)) (ax + b,)(aqx + b)

gde se ni jedan od cCinilaca (faktora) ne ponavlja
niti je jednak nekom drugom ¢iniocu pomnozZenom
sa konstantom.



U ovom slucaju, teorema o parcijalnim razlomcima
kaze da moraju postojati konstante A, A,, ..., A,
takve da vazi:

2 R _ A n A Foeeet A

Q(x) ax+b ax+b, a X+Db,




Nepoznate konstante se odreduju
izjednacavanjem koeficijenata, kao
u sledecem primeru.



SLUCAJ 1 Primer 2




Primer 2

Imenilac se faktorise:

2x3 + 3x2 — 2x = x(2x2 + 3x — 2)
= x(2x —1)(x + 2)

Faktorizacija sadrzi tri razlicita ¢inioca.



Dakle, rastavljanje na parcijalne razlomke

imenioca podintegralne funkcije (2) ima
oblik

x*+2x-1 A B C
X(2x-1(x+2) X C2X—1 X+2

(3)



Da bi se odredile konstante A, B 1 C, jednacina se
pomnozi sa proizvodom koji se nalazi u imeniocu
x(2x — 1)(x + 2):

(4) x*+2x+1=A(2x—1)(x + 2) + Bx(x + 2)
+ Cx(2x — 1)



MnozZenjem c¢inilaca na desnoj strani jednacine (4), a
zatim njihovim grupisanjem po stepenima od x
dobija se:

(5) x*+2x+1=(2A+ B+ 20)x?
+ (34 +2B—-C)x — 2A



SLUCAJ 1 Primer 2

» Polinomi u (5) treba da budu jednaki za svako x.
» Dakle, njihovi koeficijenti moraju biti isti.

Koeficijent uz x2 na desnoj strani: 24 + B + 2C,
mora biti jednak koeficijentu uz x2 na levoj strani: 1.

Analogno vazi i za koeficijente uz x i slobodne koeficijente,
tj. konstante.




Primer 2

Tako se dobija sistem linearnih jednacina po
nepoznatima A, B1C:

2A+B+2C=1
3A+2B-(C=2
—2A = -1



SLUCAJ 1 Primer 2




Primer 2

Dakle,

dx

_[ X% +2x—1
2X° + 3x% — 2X

=I 11 .1 1 1 1\,
2% 52x—1 10 X+2

—LIn|x|+In|2x-1]-%|x+2|+K




Primer 2

Napomena:

Pri integraciji drugog sabirka, potrebno je
staviti smenu u = 2x — 1, koja daje du = 2 dx
1dx = du/2.
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Primer 3

Resavanjem sistema koje se dobija
izjednacavanjem koeficijenata, dobija
se resenje:

A =1/(2a)

B =-1/(2a)



SLUCAJ 1 Primer 3




Kako vazi In x — In y = In(x/y), reSenje se moze
napisati u obliku:

=—In|——|+C

(6) J‘ dX 1 X—a




()(x) je proizvod linearnih
cinilaca, od kojih se neki
ponavljaju.



Pretpostavimo da se ¢inilac (a,x + b,)
ponavlja r puta.

Dakle, (a,x + b,)" je Cinilac faktorizacije polinoma Q(x).



Tada umesto jednog sabirka A,/(a,x + b,) u (2) treba
da bude r sabiraka oblika:

A A . A
ax+h  (ax+b)’  (ax+h)

(7)



SLUCAJ 2
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Primer 4

» Drugi korak je faktorizacija polinoma
koji se nalazi u imeniocu

Q(x) =x3—x2—x +1.

Kako je Q(1) = 0, znamo da je x — 1 jedan cinilac u
faktorizaciji, tako da dobijamo:

X° —X°—X+1=(x=-1)(x*-1)
= (X=D(x=1(x+1)
= (x=1)*(x+1)



Primer 4

Linearni faktor x — 1 se pojavljuje dva puta.

Dakle, rastavljanje na parcijalne razlomke ima oblik:

4x A B C
(x—=1)2(x+1) x-1 (x=1> x+1




Primer 4

MnoZenjem sa najmanjim zajednic¢kim sadrziocem,
(x —1)2(x + 1), dobija se:

8) 4x = A(x=1)(x+1)+B(x+1)+C(x—1)
= (A+C)x*+(B-2C)x+(-A+B+C)




Primer 4

Sada se koeficijenti uz iste stepene
1zjednace :

A+C =0
B-2C =4
~-A+B+C =0



Primer 4
Resavanjem sistema dobija se:

A=1
B=2
C=-1



Primer 4

* Dakle, 4 oy2 4y11

j —— dx
X" —X"—X+1

:j X+1+ 1 + 2 z—i dx
i x-1 (x-1)° x+1
2

X X |X—1]——% —In|x+1[+K
2 X—1
2 —_—

:X—+x—i+lnX—1+K
2 X—1 X+1




Faktorizacija polinoma Q(x)
sadrzl nesvodljive kvadratne
cinioce od kojih se nijedan ne
ponavlja.



Ako Q(x) ima cinilac ax? + bx + ¢, gde je b®> — 4ac < 0,
pored parcijalnih razlomaka iz (2) 1 (7), izraz za
R(x)/Q(x) ¢e imati sabirak oblika

AXx+ B
ax’ +bx+c

(9)

gde su A 1 B konstante koje treba odrediti.



Na primer, funkcija f(x) = x/[(c — 2)(x2 + 1)(x2 + 4) se
rastavlja na parcijalne razlomke na sledec¢i nacin:

X
(X —2)(X* +1)(x° +4)

A | Bx+C | Dx+ E
x—2 X241 x’+4




Sabirak iz (9) se integrali svodenjem na
potpun kvadrat binoma, a zatim pomocu
tabli¢nog integrala

(10) _[ de 2 :Earctg(ijﬁl
x’+a’ a a
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Primer 5

MnozZenjem sa x(x? + 4), dobija se:

2X° —X+4 = A(X* +4)+ (Bx+C)x
= (A+B)x* +Cx +4A



Primer 5

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste
stepene dobija se sistem linearnih
jednacina:

A+B=2 (C=-1 4A=4

Dakle,A=1,B=11C = —1.



SLUCAJ 3 Primer 5




Primer 5

Za integraciju drugog sabirka, potrebno ga
je razdvojiti na dva razlomka:

-1 1
_[X)Z+4dx:JX2)i4dx jx2+4dx



Primer 5

Za prvi integral se koristi smena
u = x2+ 4, tako da je du = 2x dx.



Primer 5

Drugi integral se resava pomocu tabli¢nog integrala
(10)saa = 2:

Ib@—x+4
X(X* +4)

dx Xdx
:j7+ X° +4 jx +4

I x|+ S In(xX? +4)—3arctgej+c

dx

2 2



SLUCAJ 3 Primer 6

eIzraCunati . 4y2 _3y .2 ]
X
-[ AX° —4X+3

o Stepen polinoma u brojiocu nije strogo manja od stepena
polinoma koji se nalazi u imeniocu.

4X* —3X+2
4X* —4X+3
x-1

4X* —4X+3

o Dakle, prvo ih treba podeliti:

=1+




Primer 6

» Treba uociti da je faktor 4x2 — 4x + 3
nesvodljiv, jer je njegova diskriminanta

b2 — gqac = -32 < 0.
To znaci da se on ne moze dalje faktorisati nad R.

Dakle, ovde dalje nije potrebno rastavljanje na parcijalne
razlomke.



Primer 6

Za integraciju ove funkcije, dopunicemo
do potpunog kvadrata binoma funkciju iz
imenioca:

AX° —4X+3=(2x-1)° +2

Ovo upucuje na smenu: u = 2x — 1.

Dakle, du = 2 dx, 1 x = YVo(u + 1).



Dalje,

Primer 6

dx

J-4x2—3x+2
4x2—4x+3

—I(1+ jdx
4X° —4X+3




Primer 6

u 1
:X+ﬂu2+2du_ﬂu2+2du

:x+%ln(u2+2)—1 - tan” (u j+C

4 2 J2

:x+§ln(4x2—4x+3)——tan (2X_1J+C

42 J2

Oznaka: tan " (X) = arctg(x)




Primer 6 ilustruje opste pravilo za
integraciju parcijalnog razlomka oblika

AX + B
ax’+bx+c

gdeje b°—4ac<0




» Imenilac se dopuni do potpunog kvadrata, uvede se
smena i dobije integral oblika

ICU+D

u°+a° du_Cj

du+Dj —~du

u°+a’ u°+a’

Tada je prvi integral logaritam, a drugi se izrazava preko
funkcije arkustangens.



(Q(x) sadrzi nesvodljive
kvadratne faktore koji se
ponavljaju.



Pretpostavimo da Q(x) ima cinilac
(ax2 + bx + ¢)"

gde je b> — 4ac < o.



Tada, umesto jednog parcijlanog razlomka (9),
imamo zbir

(11) AX+ B, N A X+ B, i A X+ B,

ax’+bx+c (ax®+bx+c)? (ax® +bx+c)"

koji se pojavljuje u rastavljanju na parcijalne
razlomke funkeije R(x)/Q(x).



Svaki od sabiraka u (11) se integrali
dopunjavanjem do potpunog
kvadrata u imeniocu.



Primer 7

Rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka
funkciju:

x>+ X° +1
X(X=D(x* + x+1)(x* +1)°




Primer 7

Imamo: ; ,
X"+ X +1

X(X=1)(X* + X +1)(x* +1)°

A B N Cx+D  Ex+F

X X—=1 x2+X+1 x*+1
Gx+h IX + J

+ |
(x°+1)°  (x°+1)°



PARCIJALNI RAZLOMCI Primer 8

o Izracunati
dx

jl_ X+ 2X° —X°
X(x* +1)°

o Rastavljanjem na parcijalne razlomke se dobija:

1—X+2X° =X’ A+BX+C Dx +E
X(x* +1)° X X 4+1 (X*+1)°




Primer 8

Mnozenjem sa x(x2 + 1)2, sledi:

x>+ 2x° —x+1
= A(X* +1)° + (Bx + C)x(x* +1) + (Dx + E)x
= A(X* +2x° +1) + B(x" + x*) + C(x® + X) + Dx* + Ex

=(A+B)x*+Cx’ + (2A+B+D)x° +(C+E)x+ A



PARCIJALNI RAZLOMCI Primer 8
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Primer 8

» Tako 1imamo
Il_ X+ 2X° — X°
x(x2 +1)?

x+1 X
X X +1 (X* +1)°

:IY_ X +1dx J‘x +1
1

=In|x|=1In(x*+1)—tan* x— +K
| | 2 ( ) 2(X2+1)2

dx

X dX
J(x2 +1)°




Treba napomenuti da se kod
integracije ponekad moze izbeci
rastavljanje na parcijalne razlomke.



Na primer, integral x2 11
_[ > dx
X(X“ + 3)

se mozZe resiti rastavljanjem na parcijalne razlomke
(Slucaj 3).




Medutim, u ovom primeru je mnogo jednostavnije
uociti da ako se stavi smena u = x(x2 + 3) = x3 + 3x,
onda imamo du = (3x2 + 3) dx 1 stoga

J‘ X“+1

= 3)dX=%|n‘X3+3X‘—I-C
X(X° +



