U definiciji odredenog integrala j: f (x)dx,

za funkeiju f smo pretpostavili da je definisana i
ogranic¢ena na ograni¢enom intevalu [a, b] 1
da na njemu ima najvise kona¢no mnogo tacaka
prekida.



O

Nesvojstveni integrali




U ovoj lekeiji se koncept odredenog
integrala prosSiruje u slucajevima kada
je:

interval neogranicen

ftunkcija koja nije ogranicena na [a, b]



» U oba slucaja, takav integral se zove
nesvojsveni integral.

Jedna od najvaznijih primena ove ideje je raspodela
verovatnoce sa kojom ¢ete imati prilike da se sretnete u daljem
Skolovanju.



Posmatrajmo beskonacnu oblast S
koja se nalazi:

Ispod krive y = 1/x2
Iznad x-ose

Desno od prave x = 1



Posto je S beskonacna oblast, moglo bi
se pomisliti da je i povrsSina te oblasti
beskonacna.

Medutim, treba pazljivije pogledati.



BESKONACAN INTERVAL

1

povriina — 1 —
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BESKONACAN INTERVAL

povrsina —

povrsina—

povrsina= |




U ovom slucaju, kazemo da je povrsSina
ove beskonacne oblasti S jednaka 11
pisemo:

o ] S |
_[—zdx:llm —de:l

lX ’[—)oolx



Sledeci razmatranje iz prethodnog primera,
definiSemo integral funkcije f (koja ne mora biti
pozitivna) nad neogranic¢enim intervalom kao
granicnu vrednost integrala nad ograni¢enim
intervalom.
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Defincija 1b

b
Ako L f(x)dx  postoji za svako t < b,
onda se definise

b b

j f(x)dx = lim [ f(x)dx

t—>—o0
—00 [



KONVERGENCIJA I DIVERGENCIJA

* Nesvojstveni integrali [ foodx §
j f(x)dx su

o KONVERGENTNTI ako odgovarajuce granicne
vrednosti postoje, tj. ako su realni brojevi.

o DIVERGENTNI ako odgovarajuci limesi ne postoje
ili su oo (ili -o0).




Definicija 1c
» Ako su oba integrala j: F(x)dx i j_io f(x) dx
konvergentna, onda se definiSe

Jjo f(x)dx = _EO f (X) dx+f f (x)dx

gde a moze da bude bilo koji realan broj.



Nesvojstveni integrali iz Definicije 1 se
mogu interpretirati kao povrsina ispod
krive, ako je funkcija f pozitivna.
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Ova definicija je korektna jer je I: f(x)dx
granicna vrednost povrsine ispod grafika
krive fod a do t kada t — .

VA

0 a

= 4



Primer 1

Odrediti da li integral
jf (1/ X) dx

konvergira ili divergira.
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Primer 1

» Na osnovu Definicije 1a, imamo:

[~ dx=tim [~ dx=liminx||
1

1 X t—oo J1 X t—o0

=lim(Int—-1Inl)

t—ow
=|limiInt =0
{—w

o Granic¢na vrednost nije realan broj.
o Dakle, integral je divergentan.




Uporedimo rezultat Primera 1 sa primerom koji smo
imali na pocetku:

©dx T dx .
j — konvergira j — divergira
1 X 1 X

Geometrijski to znaci sledece:



Krivey = 1/x21y = 1/x izgledaju sli¢cno za x > 0.

Medutim, povrsina ispod y = 1/x2 desno od x = 1 je
konacna, ali oblast ispod y = 1/x ima beskonac¢nu
povrsinu.

YA yA

beskonacna
povrsina

konacna
povrsina

0 1 X 0
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» Treba uociti da obe funkeije 1/x21 1/x teze
0 kako x — oo, ali 1/x2 tezi brze nego 1/x.

O 1/x ne opada dovoljno brzo da bi njen integral imao konac¢nu
vrednost.

YA YA

beskonacna

kona¢na povrsina
povrsina
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Primer 3

Integrali na desnoj strani jednakosti
se moraju posmatrati odvojeno.
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Primer 3
_________________________________________________________________________________ @

» 1 o 1
j 2dX .Lo 1 x2 dx
0 1+Xx
. o dx
_lim [ & = lim ;
t—oo 01_|_ X2 t>—0dt T4 X
0
: s = |lim tan™ x}
= |im tan 1x} > t
t—ow 0

- = lim(tan~ 0—tan "t
=lim(tan—"t —tan—" 0) I O=TEGT)

to
T
= limtant =0—(——j

t—w _1 2
tan ™ X = arctgx

_ _7
2




Primer 3

Kako su oba integrala konvergentna, 1
polazni integral je konvergentan 1 vazi




Primer 3

Kako je 1/(1 + x2) > 0, dati nesvojstveni integral se
moze interpretirati kao povrsina oblasti koja se nalazi
izmedu krive y = 1/(1 + x2) 1 x—ose.

_ 1 YA
y_1+x2

>
0 X




Primer 4

Za koje Vrednostl parametra p je
integral J —dX konvergentan?

Na osnovu Primera 1 znamo da je za p = 1 ovaj integral
divergentan.

Pretpostavimo da je p # 1.
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Primer 4

Akojep >1,ondap—-1>o0.
Dakle, kadat — o, t7" > 0i1/tP* — 0.

cdx 1
Stoga, —— =—_ zap>l.

> X" p-1

Dakle, integral konvergira.



Primer 4
Medutim, ako je p <1,ondajep — 1 < 0,
tj. 1 — p>0, pa sledi

1

— —t'"?P 5w kada t —
tP

Tako da u ovom slucaju integral divergira.
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Pretpostavimo da je f pozitivna
neprekidna funkcija definisana na
ograni¢enom intervalu [a, b),

ali ima vertikalnu asimptotu x=b.



» Neka je S neogranicena oblast ispod
grafika funkcije f, a iznad x-ose izmedu a

1b.

Kod nesvojstvenih integrala I vrste, oblast se neogranic¢eno
Sirila u horizontalnom pravcu.

Sada je oblast beskonacna u vertikalnom pravcu.
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Ako A(t) tezi konacnom broju A kadat — b, onda
kazemo da je A povrsina oblasti S 1 piSemo:

j £ (x) dx = lim tf(x)dx

t—ob™



Definicija 3a

Ako je f neprekidna na [a, b) i ako je
Iim f(x) =co(ill —0) onda se definise

X—b

j f (x)dx = lim tf(x)dx

t—>b™



Definicija 3b
Analogno, ako je f neprekidna funkcija na (a, b] i1 vazi
lim f(x)=oo(ili —0) onda se definise

x—a"

[ £ () dx=tlim [ £ (x)dx

t—sa’
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Definicija 3c
Ako funkeija f ima vertikalnu asimptotu x=c, gde je

a < ¢ < b, a oba integrala j F(x)dx 1 j F(x)dx
konvergiraju, onda se definiSe:

[Cfedx=["f(dx+[ f(x)dx
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NESVOJSTVENI INTEGRAL II VRSTE

_________________________________________________________________________________ @ . Primer6

o Kako se vertikalna asimptota nalazi unutar intervala
[0, 3], koristi se Definicija 3c sa c = 1:

3 dx 1 dx 3 dx

= S -
0x-1 Jox-1 91 x-1
1 t
X . X )
-EL—=nn1-9—-:nn1m|x—1H‘
X—]_ t—>1_0 X—l t—1 0

=lim (In [t=1|—In |-1])
t—>1

gde

0

=lim In(1-t) = —0

t—o1
oZatosto1—-t—otkadat— 1.




Primer 6

Dakle, f; dx/(x=1) divergira.

Iz toga sledi da je 1 polazni integral
f 03 dx/(x—-1) divergentan.

3
Tada nema potrebe da se racuna L dx/(x—1).



Da nekim sluc¢ajem u prethodnom primeru nismo
uocili da je funkcija neogranicena u okolini x =1, 1
da smo ga racunali kao obican odredeni integral,

dobili bismo: 3 dx

bor 7 =In|x - 1\]
=In2-Inl
=1In2

Ovo je pogresno jer je integral nesvojstven 1 moraju se
koristiti granicne vrednosti za njegovo izracunavanje!



Dakle, kada naidete na simbol I f (X)dX | morate
prvo na osnovu osobina funkc13e?na [a, b] utvrditi
dali je to:

obican odredeni integral
ili
nesvojstveni integral
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Primer 7

» Geometrijska interpretacija prethodnog

primera je data na slici.
YA

PovrS$ina osenéene oblasti /
>

iznad krive y = In x a ispod 0 1 X
X-0se je 1.

povrsina=1

y=Inx




