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Aproksimiranje povrsine




PokuSacemo da reSimo sledeci problem:

Naci povrsinu oblasti S koja se nalazi
ispod krive y = f(x) od a do b.



POVRSINA ISPOD KRIVE

» To znaci da je oblast S,
data na slici, ogranicena

Sd.
VA
O Grafi.kom neprekidne funkcije f 9= flx)
(gde je f(x) = 0)
o Vertikalnim pravamax=aix=> P
O X-0Som S d




Podseticemo se kako se racunaju
povrsSine koje su ogranicene
pravim linjjama.



PRAVOUGAONIK

» Povrsina pravougaonika jednaka je proizvodu
njegove duzine i Sirine.




TROUGAO

» Povrsina trougla je jednaka polovini
proizvoda stranice 1 njoj odgovarajuce
visine.

|
B
|
|




MNOGOUGAO

» Povrsina mnogougla:

o Mnogougao se podeli na
trouglove Cije se povrSine
onda saberu.

P=P1+P2+P3+ P4




» Medutim, racunanje povrsine koja je
ogranicena krivama je komplikovaniji

problem.

Intuitivno nam je jasno kako bi ta povrsina mogla da se

izracuna pomocu povrsina ve¢ poznatih i pomenutih
oblika.

Ali da bi se ta intuitivna ideja sprovela precizno i dala
tacan odgovor, potrebno nam je predznanje iz prvog dela
ovog kursa.



Oblast S ¢e se prvo aproksimirati pravougaonicima, a
onda Ce se izracunati grani¢na vrednost zbira
povrsina tih pravougaonika kada se njihov broj
povecava.

Procedura cCe biti ilustrovana sledecim primerom.



POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Koristeci
pravougaonike,
proceniti povrsinu
oblasti S ispod parabole
y=x2>ododoi.




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

e Primetimo prvo da
povrsina od S mora biti
broj izmedu 0 i 1, zato
Sto se S nalazi unutar
kvadrata stranice 1.

o Medutim, Zelimo bolju
aproksimaciju.




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Neka je oblast S g (1)
pomocu vertikalnih y=2x’
linjja x = Va,x =121
x = 34 podeljena na 4 s
dela: S, S,,S,1S, -y
0 i 1 3 |1 x
4 F) 4




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

. v YA
 Svaki deo se mozZe L

aproksimirati

pravougaonikom c¢ija je

osnova ista, a visina

jednaka duzini desne

stranice. R
0 1 1 3 | X

4 2 4

(b)




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Visina ovih
pravougaonika
predstavlja vrednost d
funkeije f(x) = x?

u desnim krajevima
podintervala

[0, Ya],[Va, V2], [V2, 34]
1[34,1].

(L 1)

B—
B | —
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(b)




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Sirina svakog
pravougaonika je 4, a (1, 1)
visine su (V4)32, (1/2)2,
(34)2112, redom.

B—
N | —
Blw

(b)




Primer 1

Ako se sa R, oznaci zbir povrsina ovih
pravougaonika, dobija se:

=0.46875



POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

* Sa slike se vidi da je o -
povrsina P oblasti S ’
manja od R,,.

» Dakle, P < 0.46875

of 1 1 3 1  x

(b)




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

 Umesto
pravougaonika koje #
smo koristili (na
slici), povrsSina se
moZe aproksimirati i
pomocu manjih
pravougaonika.

N
N |—
AW

(b)




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Sada su visine
pravougaonika
vrednosti funkeije fu
levim krajevima
podintervala.

(L 1)

o Povrsina u prvom intervalu je 0
aproksimirana sa 0, jer je

flo)=o0.

A=
N | —
AW




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

9,




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Sa slike se vidi da je YA
povrsina oblasti S veéa L1
od L,. y=x’
4
» Dakle, sada imamo
donju i gornju ocenu za
povrsinu: o 1 1 3 1 =x
i 2

0.21875 < P < 0.46875




Primer 1

Procedura se moze ponoviti sa
veCim brojem delova
(pravougaonika).



POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

 Na slici je prikazana situacija u kojoj je oblast
S podeljena na osam delova jednake Sirine.

=

0| —




Primer 1

RacCunajuci sumu povrsina manjih pravougaonika
(Lg) 1 sumu povrsina vecih pravougaonika (Ryg),
dobijaju se bolje ocene za P:

0.2734375 < P < 0.3984375



Primer 1

Dakle, jedan mogu¢i odgovor na
postavljeno pitanje je:

Povrsina oblasti S se nalazi izmedu 0.27343751 0.3984375.



Primer 1

Jos bolja procena se moze dobiti
povecanjem broja delova
(pravougaonika) u podeli oblasti.



POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1
° . . L” RJ'I
» U tabeli su prikazani | "
rezultati analognih 10 0.2850000 0.3850000
o v o -3 DG
izratunavanja 20 | 0.3087500 | 0.3587500
dobiienih , 30 | 03168519 | 0.3501852
Ob1j€nLLl POIOCU 1t 50 | 0.3234000 | 0.3434000
pravougaonika. 100 | 0.3283500 | 0.3383500
1000 | 03328335 | 0.333833%




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

o Iz tabele se vidi da:

o Sa 50 pravougaonika, povrsina n L, R,
se procenjuje da je broj
izmedu 0.3234 1 0.3434 /

L. 20 0.3087500 0
o A sa 1000, ta procena se jos 30 | 03168519 | 03501852
0.343
0

10 | 0.2850000

viSe suzava .na interval izmedu 50 | 0.3234000
0.33283351 0.3338335 100 | 0.3283500
1000 0.3328335 0.3338335




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 1

» Jedna procena za P bi mogla biti, na primer,
aritmeticka sredina poslednja dva broja:

P = 0.3333335
H L;: R}I
10 0.2850000 0.3850000
20 0.3087500 0.3587500
30 0.3168519 0.3501852
50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 (0.3383500
1000 0.3328335 (0.3338335




POVRSINA ISPOD KRIVE

» Na osnovu vrednosti iz tabele, deluje da se R,
priblizava 1/3 kako se n povecava.

o To ¢e biti i dokazano u sledecem primeru.

n L, R,
10 0.2850000 0.3850000
20 0.3087500 0.3587500
30 0.3168519 0.3501852
50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 0.3383500
1000 0.3328335 0.3338335




Primer 2

Za oblast S iz Primera 1, pokazati da suma povrsina
desnih pravougaonika tezi ka 1/3, to jest da vazi

i 1
ImR, ==

N—>o0



POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 2

* R je zbir povrsina n
pravougaonika. A 7/
(I, 1)

o Svaki pravougaonik ima Sirinu g /
1/n, a visina mu je jednaka
vrednosti funkcije 77
f(x) = x*>utackama 1/n, 2/n, 7
3/n, ..., n/n.

o To znaci da su visine: (1/n)32,

(2/n)2, (3/1)2, ..., (n/n)>. 0|\ I

=Y

S =




Primer 2

Dakle,

1(1)2 1(2)2 1(3)2 1(nj2
fe==| =] = | =] = | Fiut=| =
N\ n N\ N N\ n N\ N

S 12 (1°+2° +3°+...+n%)
n n

%(12+22+32+...+n2)




» Sada nam je potrebna formula za zbir kvadrata prvih
n prirodnih brojeva:

n(n+1)(2n+1)
0

(1) 1° +2°+3°+...+N° =

Ova formula je na pocetku kursa dokazana pomocu
matematicke indukcije.



Primer 2

Kada se formula (1) stavi u izraz za R,
dobija se:

1 n(n+1)(2n+1)
TR 6

- (n+1)(2n+1)

- 6Nn°

R




POVRSINA ISPOD KRIVE Primer 2




MozZe se pokazati da se 1 druga
aproksimirajuca suma takode priblizava
1/3, to jest da vazi

i — 1
IimL ==

N—>0o0 3



YA

ol

POVRSINA ISPOD KRIVE

» Sa slike se vidi da kako se n povecava, R,
postaje sve bolja i bolja aproksimacija
povrsine oblasti S.

n=10 R,=0.385

i

/

n=30 Ry =0.3502

il

=7 |

n=50 Ry, =0.3434




POVRSINA ISPOD KRIVE

» Sa te iste slike se vidi da ¢e, kako se n
povecava, i L, postajati sve bolja i bolja
aproksimacija za povrsinu od S.

[~

y y ) y
n=10 L,=0.285 Z n=30 Ly~ 0.3169 n=50 Ly =0.3234 Zf
A

il .l |




Dakle, povrsina P ispod krive se definiSe kao grani¢na
vrednost sume povrsina aproksimativnih
pravougaonika:

P=Im R =Im Ln:E

N—>o0 N—>o0 3



POVRSINA ISPOD KRIVE

» Ideja iz Primera 11 2 Ce se primeniti na opsti
problem traZenja povrsine oblasti S ispod
neprekidne krive y=f(x) u intervalu [a,b].




POVRSINA ISPOD KRIVE

_________________________________________________________________________________ @

» Pocecemo podelom oblasti S na n delova
S,S,, ..., S, jednake Sirine.

YA




POVRSINA ISPOD KRIVE




Na ovaj nacin je interval [a, b] podeljen na n
podintervala

[0, x,1, [, X1, [0, x50, - - -, [y, X,

gdejex,=a,ax,=>b.



POVRSINA ISPOD KRIVE




POVRSINA ISPOD KRIVE

* Deo S; se aproksimira pravougaonikom c¢ija je
Sirina Ax, a visina f(x;), §to je vrednost funkcije fu
desnom kraju podintervala.

o Tada je povrsina i-tog pravougaonika jednaka f(x,)Ax.

YA A

fx)

=Y




POVRSINA ISPOD KRIVE

» Tako se povrsina oblasti S aproksimira zbirom
povrsSina pravougaonika:

R, =f(x) Ax + f(x,) Ax + ... + fix,) Ax




POVRSINA ISPOD KRIVE

» Na slikama su date aproksimacije za
n=2,4,8112.

VA YA YA YA

~y
e |

@yn=2 (byn=4 (c)n=28 (dyn=12




POVRSINA ISPOD KRIVE

» Treba uociti da ove aproksimacije postaju sve
bliZze ta¢noj vrednosti povrsSine oblasti S kako se
broj delova povecava, to jest, kako n — .

VA YA YA YA

0] a X b x Ol ¢ x x2 x5 b x 0 a b x 0| a h x

@n=2 (byn=4 (c)n=28§ (d)yn=12




Stoga se povrsSina P oblasti S
definiSe na sledeci nacin.



Definicija

PovrSina P oblasti S koja se nalazi ispod grafika
nengativne neprekidne funkcije fjednaka je granicnoj
vrednosti sume povrsSina aproksimirajucih
pravougaonika:

P=ImR,

N—>a0

= lim [ f (x)AX+ f (X,)AX+...+ f (X )AX]

N—0o0

(2)



Moze se pokazati da grani¢na vrednost
1z definicije uvek postoji jer se
pretpostavlja da je f neprekidna
funkcija.



Takode se moze pokazati da se ista
vrednost dobija i ako se uzmu vrednosti
funkcije u levim tackama podintervala:

(3) P=ImlL,

N—>a0

= lim [ f (x,)AXx + f (X)AX+...+ f(x _,)AX]

N—0o0



Umesto vrednosti funkcije u levim ili desnim
krajevima intervala, za visinu i-tog pravougaonika se
moze uzeti vrednost funkcije f u bilo kojoj tacki x;*
podintervala [x;_,, x;].



POVRSINA ISPOD KRIVE

 Na slici su prikazani aproksimativni pravougaonici
koji su napravljeni pomocu tacaka koje nisu
krajevi podintervala.

YA

N Ax

r—*;/l

E\\ P | lN

| | [ I |

| | I l | I ' } :\

| | | *

| | IR ERE A |

| | I I | | I | |

| | I I | | [ I |

| [ I I | | I | |

| | Ll | | T | | -
0 a" X I X Ix; X _,I X; Xiei I b X

T X b 74 g T




Tako da je opstiji izraz za povrsinu oblasti
S dat sa:

(4) . : ;
! P = lim | £ (%) AX+ f (%, )AX+...+ T (x,)AX]



Sigma notacija se koristi da se zbir puno ¢lanova
zapiSe u kracem obliku.

Na primer,

Zn: f(X)AX =T (X)AX+ T (X,)AX+...+ f (X )AX



Dakle, izrazi za (2), (3) 1 (4) se mogu napisati na
sledeci nacin:

n

P=1lim > f(x)Ax
N—00 i1

P=1lim > f(x_)AX
1

N—o00 <

N—o0 <

P=1lim > f(x )AX
1=1



