2 Matematicka analiza I

6. Odredeni integral

6.1. Definicija i osnovne osobine

Uocimo zatvoren interval [a,b] C R. Konacan skup tacaka P = {zg, 21, ... , 2}, takav da je a = z¢ <
x1 < ... < x, = b, zovemo podela intervala [a,b]. Sa Azx; = x; —x;—1, ¢ = 1,2,...,n oznacimo duzinu
intervala [z;_1, z;]. Parametar podele P je maksimalna duzina intervala podele P, tj.

AMP)= max Auz.

i=1,2,...,n

Na svakom intervalu [z;—1,2;], i = 1,2,...,n izaberemo & = (£1,&2,. .., &) € R™. Na ovaj nacin dobija
se podela intervala [a, b] sa izabranom tackom koju oznac¢avamo sa (P,§).

Neka je f :[a,b] = R ineka je (P, &) podela sa izabranom tackom intervala [a, b]. Zbir
S(f,P,§) =) f(&)Ax;
i=1

se naziva integralna ili Rimanova suma funkcije f(z) za datu podelu (P, ¢).
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Primetimo da je f(&;)Ax; jednako povrsini pravougaonika sa stranicama f(&;) i Az;, $to nam govori da
¢e nam integralna suma (odnosno odredeni integral) koristiti da izra¢unamo povrsinu dvodimenzionalnih
figura.

Definicija 6.1. Za broj I kazemo da je limes (grani¢éna vrednost) integralnih suma S(f, P,¢) funkeije
f i la,b] = R, za A(P) — 0 1 piSemo A(l}i)gn OS(f7 P,£), ako za svako ¢ > 0 postoji § > 0, takvo da za
—

svaku podelu P i svaku izabranu tacku £ € £(P), kada A\(P) <, vazi nejednakost |S(f, P,£) — I| < e.

Ako postoji )\(l}i)r)n S(f, P,&) = I, onda se kaze da je f(z) integrabilna u Rimanovom smislu nad inter-
—0

valom [a, b]. Broj I se naziva Rimanov ili odredeni integral funkcije f(x) nad intervalom [a,b] i piSe
se

I/bf(;z:) da.

Pri tom se a i b nazivaju donja odnosno gornja granica integrala, respektivno.

Podela intervala [a,b] na n jednakih delova se naziva ekvidinstantna podela i zbog jednostavnijeg
zapisa samo ¢emo nju koristiti kod zadataka. Za nju vazi da su duzine svih podintervala

Ax; = ,1=1,2,...,n.

Zbog lakseg zapisa ¢emo takode umesto S(f, P,£) koristiti oznaku S, gde je n broj delova na koliko je
podeljen interval [a, b].
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¢ Njutn-Lajbnicova formula

Ako je funkcija f(z) integrabilna nad zatvorenim intervalom [a, ] i ako f(z) ima primitivou funkciju
F(z) nad intervalom [a, b], tada je

b
= F(b) — F(a).

a

/bf(x) d = F(z)

Ova formula i znanje iz resavanja neodredenog integrale ¢e nam koristiti da reSavamo i odredeni integral.
e Smena promenljive

Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna, a funkcija ¢ : [ag, Bo] — [a, b] ima neprekidan izvod. Ako je
a € [Oé()v Bo]v ﬂ € [Oéo, /80]7 a = @(a)a b= W(ﬂ)a onda vazi jedna’kOSt

b B
/ f(x) dz = / F((8)! (1) dt.

Voditi ra¢una da se sa smenom menjaju i granice integrala.
¢ Parcijalna integracija

Neka funkcije u(x) i v(z) imaju neprekidne izvode nad intervalom [a, b]. Tada vazi jednakost

ili krace

¢ Osobine odredenog integrala

1. Ako je funkcija f(x) definisana u tacki a onda je /f(:c) dx = 0.

b b a
2. Akojea<bi /f(x) dz postoji, onda je /f(x) dx = f/f(x) dx.
a a b
b

3 /(f(x):tg(a:)) da::/bf(x)dxj:/bg(a:) dz.

a

b

A /af(x)dm:a/bf(a:)dx, a€R.

a

5. Neka tacke a,b i ¢ € R predstavljaju krajeve za tri zatvorena intervala. Ako je funkcija f(x)
integrabilna na najveéem od ovih intervala, onda je ona integrabilna i na ostala dva. Pri tom vazi

jednakost
b c b
/f(ﬂf)dx:/f(x)dac—l—/f(a:)dx.

a a

6. Ako je funkcija f(z) parna, tada je /f(m) dr =2 / f(z) dx, a ako je neparna, tada / f(z)dx =0.
—a 0 —a
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2
Zadatak 6.2. Izracunati po definiciji /x2 dx.
-1

Resenje.
-0 2
. . . . 2—-(-1) 3 . . .
Interval [—1, 2] podelimo na n jednakih delova. Tada je Ax; = ————= = —, a za tacke &; izaberimo
n n
3
desne krajeve intervala [x;_1, 2], tj. & = x;. Izvedimo izraz za x;. Kako je x1 = -1+ —, 20 =21 + — =
n n

3 3k
—142-—,... vidimodajezy=—-1+—, k=1,2,...,n. Dakle,
n n

Y - 3i\? 3 _ 3¢ 6i 9
Si=3swian =3 (4 7) 2 =02 (1-5+ )
i=1 -

i=1

3 (< 6 — 9 —
3 n_g_n(n—&—l)+g_n(n+1)(2n+l)
T n 2 n? 6
n24+n 92n°+3n+1
=39 w2 2 n?
—19n% -1 18n? 1
_34 In 8n + 18n +27n+9:3+9(n+ )
2n2 2n2

Konacno,
2

/dea:: lim S, = lim <3+

n—oo n—oo

In+1)\
2n?2 > =3
21

Napomena 6.3. Koriste¢i Njutn-Lajbnicovu formulu dobijamo

2 2312 93 (1)3
2qr="| =2 1L 3
/”3 T3, T3 3
1

Zadatak 6.4. Primenom odredenog integrala odrediti lim a,, ako je
n—oo

1 2 n
Resenje. Zapisimo

1/1 2 1 i -
an:n<n+n+...+z>:nZ;L(:A%Zf(fi))-

i=1

1 2 -1
Dobili smo integralnu sumu funkcije f(2) = x nad intervalom [0, 1] sa podelom P = {0, — = ..., i , 1} ,
n'n n

; 1
€ =2 =~ iAz; = —. Dakle,
n n

1

5"

| §

1
0

1
2
lim an:/xdm:
n—o0
0
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Napomena 6.5. Kod ovih zadataka obicno se izraz zapiSe kao suma, a zatim ispred sume izvuce 5 (ili
5 ili £ = za neki pozitivan broj k) sto bi predstavljalo duzinu podintervala Az; kod ekvidistante podele.
Onda se opsti ¢lan sume zapise tako da se u tom izrazu pojavljuju ¢ i n zajedno i to u obliku - (ili 7’
za neko k) tako da se dobije x; = =, a granice integrala su i granice intervala [a,b], pa jea = 29 = - =0
ib=x,=7"=1/(iiako je z; = % onda je b = x,, = an = k za neko k). Kada to sredimo, opstl clan

sume posmatramo kao f(%), tj. od njega dobijamo podintegralnu funkciju f(x).

Zadatak 6.6. Odrediti lim a, ako je

n—00
n n n

an:n2—|—1+n2+22+'”+n2+n2'

Resenje. Trazenu grani¢nu vrednost ¢emo odrediti pomocéu odredenog integrala i Njutn-Lajbnicove for-
mule.

n n n
RS R +"'+m

- = L
Tl2 1+# 1+%z 1+n 1:11+

3

S\H

1
Vidimo da je to integralna suma za funkciju f(z) = T2 nad [0, 1] sa ekvidistantnom podelom
x
1 2 -1 ] 1
p= {o n ,1}, ¢ =2 =~ i Aw; = . Dakle,
n'n n n n

n
. .1
lim a, = lim — E
n— oo n—oo 1, 4

=1

O\H
—
\
2
L]
a
—t+
(0]
8

Zadatak 6.7. Odrediti lim b, ako je
n—roo

1 1 1
b, = n? e — ).
" (<n+1><n2+1> T T 4n3>
ResSenje. Vldlmo da ima n sabiraka zato §to je 4n3 = (n+n)(n®+n?). Sliéno kao u prethodnim zadacima
imamo b, Z W a kada podelimo i imenilac i brojilac sa n® dobijamo
- 1

< 1
; g R e ()2

i=1 n

Vidimo da je b, jednako integralnoj sumi funkcije f(z) = nad [0, 1] sa istom podelom

1
(I+2)(1+ 2?)
kao u prethodnim zadacima. Tako da je

1
dzx

lim by = [ ——
o /(1—|—x)(1—|—x2)
0

1 A Bx+C 1 1
AT+ Ata | 1qgz dobuasedaje —3! 2
Konacno,

1 p 1
1 T 1 [—z+4+1
lim b, = = = | ——d
s n 2/1+x+2/1+x2 ’
0 0
1 1 1
11 1
= _Infl4z|| —= - =In[14+2%| +=arctgz
0o 2 2 0o 2 0
In2 In2 In2 =«
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3
Zadatak 6.8. Izracunati odredeni integral / || de.

Z2
Resenje. Koristicemo Njutn-Lajbnicovu formulu, tako da nam treba neodredeni integral od |z|. Kako je

z, x>0,
|x| = { sledi da se pocetni integral rastavlja na dva integrala

-z, x<0,
3 0 3
210 213
/|x\dx:—/:vdx+/xd:r:—x +
21, 21
2 2 0
1, oo 1., o0 4 9 13
= —— ——2 — — = — - = .
S0~ (-2) 45 (F -0 =S40 =

e

Zadatak 6.9. Izracunati odredeni integral / |In z| dz.
1

Resenje. Slitno kao u prethodnom zadatku imamo da je

Inz, Inx>0 tj.x>1,
|Inz| =
—Inz, Inz<0 tj.0<z<l,

pa je

1 e

; / ; v=Inz, du=4%
/|1nm|dw=—/lnxdm+/lnxda¢= ’ *
/ / dv = dx,

1 e
—/dz +zlnx —/dz
1 Loy

v=2x
1 1
(zlnx
1
)-i—e—O—x
1

1 1 2 2
= —(L—>)+e—@—n:1—+1:2—.
e e e e

eS
/ VvV1i+Inx
— dx.
T
1

€

1

Zadatak 6.10. Izracunati odredeni integral

Resenje. Izracunajmo ovaj integral pomoc¢u smene

r=1 = t=1
3

&3 2 dz 2
l+ne=t* = < =2tdt
V141 z
/L—ilgdxz :2/#&
T
1

r=e = t=2

1
2 14
= Z8-1)=—.

37, 5@ =73
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6.2. Povrsina ravnih likova
Neka je funkcija f(x) neprekidna na intervalu [a, b].

Ako sa P ozna¢imo merni broj povrsine krivolinijskog trapeza ogranic¢enog krivom y = f(z) > 0, z-osom
ipravama x =a i x = b, onda vazi

P = /bf(x)dx.

Ako je funkcija f(x) < 0, onda se merni broj povrsine ogranicene krivom y = f(x), z-osom i pravama
z =a i =0 moze izracunati kao

e

a b
Ako je ¢ € (a,b) i za neprekidnu funkciju f(z) vazi da je
fx)>0za z€la,c] i f(x)<0za z€leb],

merni broj povrsine ogranic¢ene krivom y = f(z), x-osom i pravama = = a i = b mozZe se izracunati

kao

PP1+P2/Cf(x)dz/bf(x)dx.

Ako za neprekidne funkcije f(x) i g(x) na intervalu [a, b] vazi f(z) > g(x), tada je merni broj povrsine
ogranicene krivama y = f(z) i y = g(x) i pravama & = a i & = b moguée izra¢unati kao

b
p= [ (7(e) - gta)) do.

<3S
9

P,

SR S
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Zadatak 6.11. Izracunati povriinu ograni¢enu parabolom y = 2, i pravama z = —1, 2 =21y = 0.
Resenje.

Primetimo, trazi se povrsina koju funkcija y = 2 zahvata sa z-osom, na intervalu —1 < z < 2. Po definiciji
odredenog integrala, da bi dosli do trazene povrsine, potrebno je izracunati integral date funkcije na tom
intervalu, tj.

2
3
P:/:EQda?:$—
3
1

Zadatak 6.12. Izracunati povrsinu koju sinusoida y = sin z zahvata na intervalu [0, 27] sa z-osom.
Resenje.

R R B
3 3 7

-1

Funkcija f(z) = sinz menja znak u x = 7, tj. na intervalu (0, ) je pozitivna, a na intervalu (m,27) je
negativna.

WY
P
x
T
f(z) =sinz
o Prvi nacin:
T 27 . o
P=P + P = /sinxdx — /sinxdm = —cosx| +cosx
0 T
0 Ly

= —(cosm —cos0) + (cos2m —cosm) = —(—1—1)+ (1 —(-1)) =4
o Drugi nacin:

Povrsine P; i P, su jednake, pa trazenu povrSinu mozemo izrac¢unati i na sledeéi nacin

s

P=2P = Q/Sinxdx = —2coszx
0

™

= —2(cosm —cos0) = =2(—-1—1) =4.

0

Zadatak 6.13. Izra¢unati povrsinu figure ograni¢ene parabolom y = 2z — 22 i pravom z +y = 0.
Resenje.

Prvo je potrebno naéi presek datih krivih, tj. trazimo x i y takve da zadovoljavaju y = 2z — 22 i z+y = 0.
Dobijamo da je 2z — 22 =

—z, tj. (3 —z) = 0. Imamo dva reSenja x =01z = 3.
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y =2 —2®

y=—x

Sa slike se vidi da je y = 22 — 22 gornja, a da je y = —2 donja funkcija. Tako da je povrsina ogranicene
oblasti jednaka

3 / 3 23\ [?
P = / (2 — 22 — (—2))dx = /(Sx —2?)dx = | Sa® —
0 2 3/ o
0
3 27 27 9
A T R
2
Zadatak 6.14. Izrac¢unati povrsinu figure ogranicene krivama y = 22, y = ER iy=2x.

Resenje.

Parabole y = 2? i y = 3 2% se dodiriju u tacki A(0,0).
Tacke preseka parabole y = 22 i prave su

=22 & 22-22=0 & z(z—2)=0
& xz=0Vvz=2 = A(0,0), B(2,4),

1
a tacke preseka parabole y = 3 2?2 i prave su

=22 & 2’—4d2=0 & z(x—4)=0
& r=0Ve=4 = A(0,0), C(4,8).

N =
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Sa slike vidimo da je trazena oblast na intervalu (0,2) ograni¢ena parabolama, a na intervalu (2,4)

pravom i parabolom y = 3 x2.

Otuda je

1 7 / x32 x3 4
:f/x2da:—|—/ 20— =% ) de=" + (22— =
2 6 |, 6 9
0 2
8 64 8
=—-—0+16———44+-=4
6 + 6 +6

Zadatak 6.15. Izracunati povrsinu figure ograni¢ene kruznicom x2 + y? = 8 i parabolama y? = 7z i
y = 2% — z, tako da tacka (1,1) pripada datoj figuri.

Resenje.

Da bismo mogli da skiciramo crtez potrebno je odrediti presecne tacke. U ovom primeru ¢e dovoljno biti
da odredimo presec¢ne tacke kruznice sa parabolama.

Nadimo presek kruznice i parabole 32 = 7x.

P+ =8Ny =Tz = 2*+T7x-8=0
= (+8)(x—-1)=0
= z=-8Vz=1

Kako  mora biti pozitivno zbog jednacine parabole 32 = 7z, sledi da se parabola i prava seku u tackama
(1,v/7) i (1, =V7).
2

Nadimo presek kruznice i parabole y = 2= — .

4y =8Ay=a-2 = 22+@*-2)?=8 = ' -2 +222-8=0
= 2}(2-2)+20-2)(z+2)=0 = (z—2)(@*+22+4)=0

Mozemo uociti da je jedno reSenje ove jednacine x = 2 i to je zapravo trazeno x, drugo = je negativno
§to zakljucujemo iz oblika parabole.

Kako nama treba oblast u kojoj je tacka (1,1) u unutrasnjosti kruznice i posto tacke (1,v/7) i (1,0)
pripadaju prvoj, odnosno drugoj paraboli, iz odnosa njihovih y-koordinata 0 < 1 < /7 sledi da je trazena
oblast bas osencena oblast sa slike. Konacno,
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[

P:/O1 (\/%—(%2—33)) da:—i—/l (\/m-(af—x)) dz

NG 23 23 22\ | T 8 T 2 22\
= T ==+ = —l—( 8—x2+-arcsin—+>
3 32/ 2 2 2v2 3 2/
2v7 1 1 2 8 7 1 1 1
:\?{—3+2+2+4arcsin\g—3+2—<\2[+4arcsin2\/§—3+2>
(4-3)V/7 13 T 2 1
= PV T4l 2y =z
6 + 6 + 13 arcsm2\/§ 5

7 4 1
= £ + - 4+ 7 —4arcsin ——.

6 3 2v/2
Napomena 6.16. Morali smo da podelimo oblast (a onda i integral) na dva dela zato Sto gonja funkcija
nije ista na intervalima [0,1] i [1,2]. Generalno, ¢im se negde promeni donja ili gornja funkcija koja
ogranic¢ava oblast, potrebno je u toj tacki promene podeliti oblast, a samim tim moramo i viSe integrala
racunati.

Takode, voditi ra¢una da parabola y? = 7z ima dva kraka y = /7x i y = —/7z, ali nama je u ovom
zadatku bio potreban samo krak y = v/7z.

6.3. Duzina luka krive

Pretpostavimo da je u ravni definisana kriva say = f(z), a < z < b, gde funkcija f(z) ima neprekidan
prvi izvod f’(z) nad zatvorenim intervalom [a, b]. Duzina luka krive y = f(z) nad zatvorenim intervalom
[a,b] je

b

l= / V14 (f'(x))dx.

a

Zadatak 6.17. Izracunati duzinu luka krive y = In cos x na intervalu [O, Z] .

sinx
, te je na intervalu {O, g] duzina luka krive

cosw

T sin? | T cos
zz/ \/l-i-anmdx:/ dx:/ B

0 cos® o Cosx o l—sin“z

V3

s

Yo 1
= s =-h

o 11—t 2

2

1242
1
Zadatak 6.18. Naéi duzinu luka krive 42 —2Iny —4x =0o0d z = 1 dox=—

Resenje. Za funkciju y = Incosz je y’ = —

1+t‘

27242

[N~}

=—-In
T

DN =

2 In
Resenje. Posto je tesko ovu krivu izraziti kao y = y(x), izraziéemo je kao x = z(y), tj. = = yz — Ty
S - .,y 1 y? -1
Znaci, x i y ¢e zameniti uloge. Treba namix' =< — — =

2 2y 2y
1
Zax:iimamoyZ—anyzl = y=1.
2
Zax:%fﬁimamoyzfﬂny:leQ = y=e.

o . . 1 )
Kako iz izvoda inverzne fukcije znamo y' = —, sledi dz = 2’dy, odnosno
z

VI+(y)de =1+ (;)2 ' dy = /14 (2/)2 dy.
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l_/‘ ﬁdy_/‘/1+ /‘¢Q/+y% +1
(y2+1)% /y+1 /e
= — d+ -
/\/ 2y 2 ), 'Y 211/

1 e2+1
-1 1-0)= )
(e )+2( 0) 1

12

Prema tome,

- 1
4y nm =1

1

1

6.4. Zapremina obrtnih tela

” Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna nad intervalom
[a,b]. Ako je krivolinijski trapez, ¢ije stranice su interval [a, b],
delovi pravih = a iz =bikrivay = f(z),a < 2 < b, obrée
oko z-ose, dobija se obrtno telo.

Zapremina tela dobijenog obrtanjem krive y = f(z) oko

x-ose nad zatvorenim intervalom [a, b] je

V= W/b f2(zx)dx

Zadatak 6.19. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure ograni¢ene parabolom y = 2, i
pravim x =0, z =1,
a) oko z-ose,

b) oko y-ose.

Resenje.

(a) oko x-ose (b) oko y-ose

Telo, predstavljeno na slici pod a), ima zapreminu jednaku,

5

1 1 1
V=7r/0 (f(x))de:ﬂ'/O 1‘4dl‘=71'x50=7r(;)—0):§.

S obzirom da je posmatrano telo odredeno rotacijom figure oko y-ose neophodno je prethodno odrediti
2:[0,1] — [0,1], imamo z = /y : [0,1] — [0,1].

inverznu funkciju funkcije y = 2%. Tako za y(z) = z
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Dalje, kao §to se sa slike moze uociti, trazena zapremina predstavlja razliku zapremina tela koja nastaju
rotacijom prave z = 1 i krive z = \/y, y € [0, 1] oko y-ose, te imamo
1 1 1
V:V17V2:7r/ lzdyfﬂ/ (Vy)idy=rly
0 0 0
1 s
= 1-0—=-—-0)=—.
“(m0m5-0) =3
2y

Zadatak 6.20. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom elipse — + =
a

1
y2

2

0

=1, oko x ose, i y-ose.

2
73 u z/ 3 k ] 0 1
-2

-2

(a) oko z-ose (b) oko y-ose

a) Da bismo odredili zapreminu posmatanog tela, odnosno elipsoida neophodno je prethodno jedna¢inu
elipse predstaviti kao familju odgovarajuc¢ih krivih odredenih na slede¢i nacin:

1172 y2 y2 93'2
2
a

2
y‘iv“@‘aﬂ
gde y = +4/ 62 1—-—=)iy= UbQ 1 - — odreduju gornju tj. pozitivnu, i donju tj. negativnu

granu elipse. Posmatram elipsoid je tada odreden rotacijom bilo koje od dve pomenute grane.
Takode, s obzirom da je elipsa simetricna u odnosu na y-osu, trazenu zapreminu mozemo dobiti na
sledeéi nacin,

vzw/ﬂmmVMraw/<<>

—a

:277/ 62<1—— dx—2b2 ( )
0 a

3
_ 572 _a 2 2a 2 abcr
=2b°r (a 3a2> =2b°m 3 3ab

b) Za razliku od zadatka pod a), sada je potrebno najpre izraziti x preko y, na sledeéi nacin,

1,2 y2 $2 y2
2
= x2:a2(1—z—2)
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2 2
Primetimo, z = +1/a? (1 — ?2—2) iz = —/a? (1 — ?;—2), odreduju desnu tj. pozitivnu, i levu tj.

negativnu granu elipse. Posmatrani elipsoid je tada odreden rotacijom bilo koje od dve pomenute
grane, a posto je elipsa simetri¢na u odnosu na x-osu, trazenu zapreminu mozemo dobiti na sledeéi
nacin,

b b
Ven / (2(y))* dy = 2 / (2(y))* dy

—b

’ 2 y? 2 Y ’
:27r/0 a (1—b2)dy:2a7r(x—3b2>

0

3

=2d%7 (b— o = 24’7 - 2 = %a2b7r.
3b2 3 3

Zadatak 6.21. Nadi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem oko z-ose figure izmedu krivih y = (z — 1)?
iy=x+1.

Resenje.
Odredimo najpre presek datih krivih
?—22+1l=2+1 = 2°-3r=0 = z(x-3)=0 = 2=0V =3

Primetimo da su na intervalu [0, 3] obe krive iznad z-ose. Trazenu zapreminu V' éemo odrediti kao razliku
zapremine Vi tela dobijenog obrtanjem prave y = x+ 1 oko x-ose i zapremine V5 tela dobijenog obrtanjem
parabole y = (z — 1)? oko z-ose.

3 3
V:V1—V2:7T/ (x+1)2dx—7r/ (x —1)*dx
0 0
r+1=t=>de=dt

r=0—->t=Lxr=3—->t=4
r—1=2z = de=dz

r=0—-z=—-1lz2=3—>2=2
4 2 314 512
t
=7r/ tht—ﬂ'/ Adz=7m-— —7T-Z—
1 -1 311 514
™ T, = 72w
:743_13—720——15:7'
(@ 1% - @ - (-1 =

6.5. Povrsina omotaca obrtnih tela

Defini§imo povrsinu omotaca obrtnog tela, koje se dobija obrtanjem krivolinijskog trapeza, ¢ije stranice
su interval [a,b], delovi pravih z = a1 = b i kriva y = f(x), a < x < b, oko z-ose. Funkcija f(z) je
nenegativna i ima neprekidan prvi izvod nad zatvorenim intervalom [a, b]. Povr§ina M omotaca obrtnog

tela je
b

M = 27r/y\/1+ (y")2dz.

a

Zadatak 6.22. Izracunati povrSinu omotaca tela koje nastaje rotacijom figure ogranic¢ene slede¢im kri-
vim:

. 5. 2
a) krivom y = z° i pravama = = —zlr=g, oko z-ose.

b) krivom x = ,/y i pravom y = 1, oko y-ose.

Resenje.
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Wi

3 c 2 2
za & ——, =
33
osno-simetri¢no u odnosu na y-osu. Tada trazena povrsina omotaca tela M = 2 - My, gde M7 predstavlja
povrsinu omotaéa tela odredenog rotacijom dela posmatranog luka krive y = 23 koji se nalazi u prvom

kvadrantu. Otuda, imamo sledeée:

(a) Primetimo prvo da je telo koje se dobija rotacijom oko z-ose dela krive y = «

M=2-M =2- 27r/ )1+ (y 2dx

2 14+92* =1 = 362°de =2tdt
:477/ 2314 9zt dr = =0 = t=1
0

_ 2 _ 5
rT=35 = t—g

i otdt 2 (3 2 t33% 2 5\°
:47r/ t~—:f7r/ 2dt =" —W<<> —13>
L 18 T 9", 93|, 27 \\3
o 98 1967
T 2r T 729

(b) Kako je 2’ =

imamo sledede:

M:27r/1x(y)\/Wdy:27r/l\/§ 1+(i)2dy

25
—27r/\f 1—|—fdy—2ﬂ'/ \/dey

y+1i=1 = dy=2tdt s
= y=0 = t=1 :271'/ t-2tdt
y=1 = tzé 3
V5 V5
El 3| 5v5 1 ™
=4 t2dt = 4 - 2 ) =25V -1).
”/; i 3, — 3 ( 8 8) gOVE—1)

Zadatak 6.23. Izracunati povrSinu omotaca tela koje nastaje rotacijom figure ograni¢ene kruznicom
22 4+ y? = a? i pravom y = a — z (koja se nalazi u prvom kavdrantu) oko x-ose.

Resenje.
Nadimo presek kruznice i prave

P?+yP=a> Ny=a-z = 2°+(a-2)’=d’> = 2°+d’—2az+2*=a’

= 2z(r—a)=0 = =0V z=a.
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U prvom kvadrantu jednacina kruznice je

P2ryi=a> = P=d>-22 = y=+a-22

Trazenu povrsinu M odredujemo kao zbir povrsine omotaca M; tela koje nastaje obrtanjem krive y =
Va? — 2% (u prvom kvadrantu) oko z-ose i povrSine omotata M, tela koje nastaje obrtanjem prave
y = a — x (u prvom kvadrantu) oko z-ose. Kako je

2 2
B SR ;L —x na x _a
y=vai-a? = Y =—me— = 1+(y)_1+a2—552_a275027
imamo
a a 2
M1:27r/ y\/1+(y’)2dz:27r/ Va2 — a2y Qa 5 dv
0 0 ac — X
:27r/ ade =2am - x| = 2a’~.
0 0
Dalje,
M2:27r/ y\/l—l—(y’)de:Q?r/ (a —x)y/14 (-1)2dx
0 0
2\ |“ a?
=2v2(azx — = =2V2  — =a’nV/2.
2/, 2
Sada je

M = My + My = 2d°7 + a®>7v2 = a*7(2 + V2).

Napomena 6.24. Povrsina M; je povrsina polusfere polipre¢nika r = a, pa je My = % SAr?m = 2d%7, a

povrsina My je povrina omotaca kupe polupreénika osnove r = a i izvodnice s = av/2, pa je My = rsm =
2 \/ﬁ

a“mV2.

6.6. Zadaci za samostalni rad

1
1. Koristeéi integralnu sumu izracunati / 2%dx.
0

2. Primenom odredenog integrala odrediti grani¢nu vrednost niza {a,}, gde je

1 1 1 1
“”‘”(12+4n2 T T +"'+5?)'
3. Naéi povrsinu ograni¢enu krivama y = 22 — 2x — 1 iy = —2% + 3.

4. Tzracunati povrsinu izmedu pravih z = a, (0 < a < 1) iz = 1, koju ogranicavaju kriva y = /z In? z
i x-osa.

5. Nadi duzinu astroide z3 + y% = a%,a > 0.

6. Naci zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure F' oko z-ose, ako je figura F' oblast ograni¢ena
x
krivama y =e* — 1, y = 5 i pravom z = 2.

7. Nadi povr§inu torusa nastalog rotacijom kruznice 2 + (y — b)? = a? oko z-ose (a > b).



