Na prethodnoj prezentaciji smo videli grani¢nu
vrednost:

(1) imS f (x*)Ax

N—o0 <

=lim[ f (X, *)AX+ f (X,*)AX+...+ f (X *)AX]

koja se pojavljuje pri racunanju povrsine ispod krive.



Ovaj tip granicne vrednosti se
pojavljuje i u raznim situacijama u
kojima funkcija f ne mora biti obavezno
nenegativna.



» Granicne vrednosti tipa (1) se pojavljuju
pri odredivanju:

Zapremine obrtnog tela
DuzZine luka krive

Povrsine omotaca obrtnog tela

Rada, tezista tela,...



Zato grani¢na vrednost ovog
tipa ima svoje posebno ime i
oznaku.



INTEGRALI

O

Odredeni integral




ODREDENI INTEGRAL Definicija 1

» Ako je f ogranicena funkcija definisanaza a < x < b,
interval [a, b] delimo na n jednakih podintervala.

Neka su x (= a)< x, <x, <...< x,,(= b) krajevi tih

podintervala. Sirina svakog podintervala je Ax-= b_Ta.

Neka su x*, x,*,...., x,* proizvoljno odabrane tacke iz
podintervala, tako da se x;* nalazi u i-tom podintervalu.




Definicija 1

Tada, odredeni integral funkcije fod a do b je

jb FO)dx=limS  (x*)AX

n—o0 4
1=1

ako ova grani¢na vrednost postoji.

Ako funkcija f ima odredeni integral, onda kazemo
da je fintegrabilna na [a, b].



ODREDENI INTEGRAL

» Podsetimo se sta to znaci da grani¢na vrednost,
kojom je odredeni integral definisan, postoji:

Za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj n,
takav da za svako n > n, i proizvoljan izbor tacaka x;*
1z [x; ,, x;], vazi:

jb FOdx—S F(*)AX < &
=1




Simbol [ je uveo nemacki matematicar (koji
je bio joS 1 filozof, pronalazac, pravnik,
istoricar, diplomata) Gotfrid Lajbnic (1646.-
1716.)

Ovaj simbol predstavlja izduZeno slovo S.

Odabrano je zato Sto je odredeni integral granicna
vrednost sume.



NOTACIJA




Odredeni integral j: f (x)dx je broj!
On ne zavisi od x.

MozZemo koristiti bilo koje drugo slovo umesto x i
vrednost odredenog integrala se nece promeniti:

jb f (X)dx = jb f(t)dt = jb f(r)dr



Suma Z f (X *)AX
1=1

koja se pojavljuje u definiciji odredenog
integrala se zove Rimanova suma.

Nazvana je po nemackom matematicaru Bernhardu
Riemanu (1826.—1866.)



Dakle, Definicija 1 nam kaZe da se odredeni integral
integrabilne funkcije moze aproskimirati sa
proizvoljnom tacnos¢u pomocu Rimanove sume.



RIMANOVA SUMA

» Znamo vec¢ da ako je f nenegativna funkcija,
da se onda Rimanova suma moze
interpretirati kao:

O suma povrsina aproksimirajucih pravougaonika
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RIMANOVA SUMA

e Dakle, poredeci Definiciju 1 sa definicijom
povrsine ispod krive sa prethodnih slajdova,
vidimo da se odredeni integral nenegativne
funkcije | f(9dx moZe interpretirati kao:

o povrsina ispod krive y = f(x) od a do b
YA

y=f(x)




RIMANOVA SUMA

» Ako fuzima i pozitivne i negativne vrednosti,
onda je Rimanova suma:

o Zbir povrSina pravougaonika koji se nalaze iznad x-ose i negativnih
vrednosti povrsina pravougaonika koji se nalaze ispod x-ose

o Na slici: povrSine narandzastih pravougaonika minus povrSine
plavih parvougaonika




RIMANOVA SUMA

» Kada se racuna grani¢na vrednost takve Rimanove
sume, onda se dobija situacija ilustrovana na slici.

YA
y = f(x)
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NETO POVRSINA

e Tada se odredeni integral moze interpretirati kao
“neto” povrsina, tj. kao razlika povrsSina:

b
o P,je povrSina oblasti iznad .
X-0se a 1spod grafika funkcije f. f (X) dX — Pl - P2
o P,je povrSina oblasti ispod 2
x-ose a iznad grafika funkcije f.
YA
y = f(x)
r \\ A+
\\ >
O a \\ [ 7 b x
N o
hd P




b
Tako smo ovde definisali | f(X)dx deleéi interval
[a, b] na podintervale jednakih Sirina, postoje
situacije u kojima je bolje da su podintervali razlic¢itih
Sirina.



Ako su sirine podintervala Ax,, Ax,, ..., Ax,, treba da
budemo sigurni da ce sve te Sirine da teze nuli u
granicnom procesu.

To se obezbeduje tako Sto se stavi da max Ax; tezi ka
nuli.



Tako da u ovom slucaju, definicija
odredenog integrala glasi:

jb fO)dx = fim S f(x*)Ax

max AX; :
ax Ax; =0 i1



Nisu sve funkcije integrabilne, ali sledeca
teorema govori o tome da veliki broj
upravo onih funkcija sa kojima radimo to
jeste.



Teorema 1l

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b], ili ako fima
samo konacan broj prekida (skokova), tada j Je f

integrabilna na [a, b], tj. odredeni integral j f (x) dx
postojl.



Da bi izracunavanje odredenog integrala
po definiciji bilo Sto jednostavnije, obicno
se uzimaju tacke koje su desni krajevi

podintervala.
x;* = x;1 onda definicija postaje jednostavnija.



Ako je f integrabilna funkcija na [a, b], onda je

j f(x)dx_llme(x)Ax

N; —0

gde

X, =a+ilAx



ODREDENI INTEGRAL Primer 1

N

o Izraziti  |jm D (% + X sin X ) AX,

n—oo 4
1=1

kao odredeni integral na [0, 7].

Uporedujuci datu graniénu vrednost sa graniénom
vrednosti iz Teoreme 1, vidimo da ¢e one biti jednake
ako je f(x) =x3 + x sin x.




Primer 1

Granicesudate:a=01b = .

Dakle, na osnovu Teoreme 1 imamo:
n

lim D" (% +xsin %) Ax, = | (X° +x sin x) dx

n—oo 4
1=1



Na dalje, kada budemo primenjivali odredeni
integral, bice od velike vaznosti da uocite 1
prepoznate ovakve grani¢ne vrednosti suma kao
odredene integrale (kao u Primeru 1).



Kada je Lajbnic uvodio notaciju za odredeni
integral, odabrao je oznake koje podsec¢aju na
oznake koje se koriste u granicnom procesu kojim
se integral definise.



U opstem slucaju, kada pisSemo
imS f (x%) Ax = [ £ (x)dx

zamenjuje se:
lim X sa |
X" sax
Ax sa dx



U definiciji odredenog integrala I: f (x)dx, polazi se
od pretpostavke da vazi a < b.

Medutim, definicija grani¢ne vrednosti Rimanove
sume ima smisla 1 kada je a > b.



Primetimo da, ako a 1 b zamene mesta, onda je
Ax =(a — b)/n.

Tako davazi: | f(x)dx=- jb f (X) dx

Ako je a = b, onda je Ax = 0, dakle
a

jf(x)dx:O

a



Neka su fi g neprekidne funkeije. Tada vasi:
1. [ cdv=c(b-a)
2. [ [f@+g@]de=| fx)yde+ | glx)a
3. [ efyae=c[ fx)dr
1.[ [f@-g@]dr = fyde—| g(x)d

5. [ (%) dx+jcb f(X) dx:j: f(x) dx



b
j cdx = c(b —a)
a
gde je c proizvoljna konstanta.

Osobina 1 govori o tome da je odredeni integral
konstantne funkcije f(x) = ¢ jednak toj konstanti
pomnoZzenoj sa duzinom intervala.



OSOBINA 1

* Akojec > o01a < b, onda je to ocekivani
rezultat jer je c¢(b — a) upravo povrsina
osencenog pravougaonika.

YA




I:[f(X)JFg(X)]dX:_“: f(X)dX+I:g(x)dx

Osobina 2 govori o tome da je odredeni integral zbira
dve funkcije jednak zbiru odredenih integrala svake
funkcije posebno.



Za nenegativne funkcije, moze se reci
da je povrsina ispod f + g jednaka
povrsini ispod f plus povrsSini ispod g.



OSOBINA 2

 Slika nam pomaze da
bolje uoc¢imo da je to r4 y
upravo tako.

ftg A
o Da bi se na slici bolje uoéilo

. o oo e
sabiranje dve funkcije, i
odgovarajuce vertikalne linije

imaju istu visinu. M"”
>




Osobina 2 sledi iz osobina granic¢nih vrednosti:

100+ g00Jax=lim D[ £ () +9(x)] Ax

=lim )" f(xi)Ax+Zn:g(xi)Ax

n

=lim )" f(xi)Ax+!mig(xi)Ax

nNn—oo 4
1=1

= [" £ () dx+ [ g(x)dx



_ch (X)dx = CT f (x)dx

gde je ¢ proizvoljna konstanta.

Osobina 3 se moze dokazati na slican nacin i govori o
tome da je integral proizvoda konstante i funkcije
jednak proizvodu konstante i integrala te funkcije.

To jest, konstanta (i jedino konstanta) se moze izvuci
ispred znaka integrala.



j:[f(x)—g(x)]dx:j: f(X)dX—j:g(x)dx

Osobina 4 se dobija stavljanjem f — g = f + (-g) 1 onda
na osnovu Osobina 213 sac = -1.



Osobina 5 govori o tome kako se mogu
kombinovati integrali iste funkcije nad
susednim intervalima:

[ (x)dx jcb f (x) dX = jb f (x) dx




OSOBINA 5

o PovrSina ispod y = f(x)
od a do c plus
povrsinaod cdo b
jednaka je ukupnoj povrsini
od a do ll

» Dokaz ove osobine u opstem slucaju nije jednostavan, ali
se u slucaju kada je f(x) = 0ia < ¢ < b, ova osobina moze
geometrijski interpretirati i taj slu¢aj vidimo na slici.

YA




OSOBINE ODREDENOG INTEGRALA

9,




Neka su f1 g integrabilne funkcije na [a,b].
Tada vazi:

b
6. Ako je f(x)>0zaa<x<b,onda vaz j f (x)dx > 0.

b b
7-Ako je f(x)>g(x)zaa<x<b,onda vaz j f (x)dx > j g(x)dx.

8. Ako lem< f(x)<M zaa<x<b,onda vaz

m(b—a)gif(x)dxswl(b—a)



b
Ako je f(x)>0zaa<x<b,onda vaiij f (x)dx > 0.

b
Za f(x) = 0, izraz I f (X) dx predstavlja povrsinu
ispod grafika krive f.



Tako da je geometrijska interpretacija
ove osobine da je povrsina ispod krive
nenegativna.

Ova osobina se moZe dokazati pomocu definicije
odredenog integrala.



b b
Ako je f(x)>g(x)zaa<x<b,onda vaz j f (x)dx > j g(x)dx.

a

Osobina 7 govori da je vrednost odredenog integrala
vece funkcije veca.

Ova osobina sledi iz Osobina 61 4 jerje f- g = o.



OSOBINA 8

» Osobina 8 ¢e ovde biti ilustrovana u slué¢aju kada
je f(x) = o.
Ako jlem< f(x)<M zaa<x<b,onda vaz

m(b—a)sif(x)dxslvl(b—a)
a YA




OSOBINA 8

» Ako je fneprekidna funkcija, mi M su globalni
minimum i maksimum od f na [a, b].




OSOBINA 8

O

» U tom slucaju, Osobina 8 govori o tome da je:

o povrsina ispod grafika funkcije f vec¢a od povrsine pravougaonika
visine m i manja od povrSine pravougaonika ¢ija je visina M.

YA
ME- -




Kako je m < f(x) < M, na osnovu Osobine 7 sledi:

[Cmax<["f(x)dx< [ M dx

Koristeci Osobinu 1 za izracunavanje integrala sa leve
1 desne strane, dobija se:

m(b-a)< [ f(x)dx<M(b-a)



Primer 2

» Koristeci Osobinu 8 proceniti vrednost
integrala J‘ : o dx
0

f (X) =€ je opadajuéa funkcija na [0, 1].

Dakle, njen globalni maksimum je M = f{0) = 1,
a globalni minimum m = f(1) = e



OSOBINA 8

Primer 2




OSOBINA 8

» Rezultat iz 4 y=1
Primera 2 je 15
ilustrovan na slici. y=¢™*
o Integral je ve¢i od povrsine —1
donjeg pravougaonika i y=1je

manji od povrsSine
jedini¢nog kvadrata.




